Chapitre 4 : Dérivation (2e partie)

I Rappels sur la dérivation

I.1 Nombre dérivé

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, soit a € I.

Soit h # 0. Taux d’accroissement de f T(h) =
entre a et a + h.
Nombre dérivé de f en a : f'(a) =

Soit f dérivable en a. La tangente a la courbe | passant par le point

de f au point d’abscisse a est la droite ...

et de coefficient directeur

Equation de la tangente au point d’abscisse a

1.2 Fonction dérivée

Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels.

Expression de la fonction f(z) sur R

Expression de la dérivée f'(x) sur R

f(z) =a  (fonction constante) f'(x) =
flz) =az+b ) =
flx) =a? f(z) =
f(z) =az* +bx+c flz) =
fla) =a? filx) =

flz) =az® + ba* + cx +d




Exercice 1
Déterminer 'expression de la dérivée de la fonction.

1. Pour tout z € R, f(z) = —52? + x — 13.

1
2. Pour tout x € R, g(z) = gx?’ — 62?4+ 2z + 1.

IT Opérations sur les fonctions dérivées

Théoréme
Soient u et v des fonctions dérivables sur un intervalle I, soit & € R. Alors :

1.

Somme de fonctions.
La fonction (u + v) est dérivable sur I et (u+v) =o' +v'.

. Produit par un nombre réel.

Soit k € R. La fonction (k x u) est dérivable sur [ et (k x u)' =k x u/.

. Produit de fonctions.

La fonction (u x v) est dérivable sur I et (u X v) =

. Inverse et quotient.

Si v ne s’annule pas sur [ (c’est-a-dire pour tout x € I, v(z) # 0), alors

Q-

U
— la fonction — est dérivable sur [ et

5) -

1
— la fonction — est dérivable sur [ et
v

Démonstration (dérivée d’un produit de deux fonctions)
On suppose que u et v sont dérivables sur I.

On va montrer que (u X v)' = v'v + uv'.

Soient a € I, et h # 0.

(wv)(a+h) — (uww)(a)  u(a+h)v(a +h) —u(a)v(a)

h h
(uwv)(a+h) — (wv)(a) ula+h) —u(a)

v(a+ h) —v(a) .

= - v(a+ h) + u(a)

h
On admet le résultat suivant : toute fonction dérivable en a est continue en a.
On a alors ilziH%) v(a + h) =v(a).
—

Ainsi,

- (w)(a+h) = (w)(a) :
}lg% . = u/(a)v(a) + u(a)v'(a)

Donc (u x v) est dérivable sur I, et (u X v) = u'v + uv'.

Exercice 2
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes.

1. f(z) =8z — Hz?
2. f(z) = 2*(—2x + 3), de deux fagons différentes

1
3 J(x) = 6z — 1
3 4
Sl = 13;——’_23:




IIT Fonction dérivée de fonctions de référence
Exercice 3
Le but de cet exercice est de déterminer la dérivée de la fonction définie par f(x) = x°.

1. Rappeler la formule de dérivée d’un produit de deux fonctions (u X v).

(U X V) =
2. On pose u(x) = 23, v(x) = 22, puis f(x) = u(z) x v(z).

(2) On aalors f(T) = ...

Comme u(z) =2, 0na /(X)) =. .o
Comme v(z) =22, 0n a U/(T) =. .0t

(b) D’aprés la propriété rappelée a la question 1,

) =

Théoréme
1. Fonction puissance.
Pour tout entier naturel non nul, la fonction f définie par f(x) = 2™ est dérivable
sur R et pour tout x € R, f'(z) =
2. Fonction inverse.

1
La fonction inverse définie par f(x) = — est dérivable sur R* et pour tout x # 0,
x

f'(x) =
3. Fonctions sinus et cosinus
Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et pour tout x € R,

sin’(z) =
cos'(x) =

Exercice 4
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

1

1. f(x):x7—5x4+§x
1

2. = — 2

f(z) x—i—x

3. f(z) = 1lsinx — 2cosz + 8z°
4 =z

4 fx)=-4+72

f) =24

IV Fonctions composées et dérivation

Exercice 5 (composée de fonctions g(ax + b))
1. Dans chaque cas, donner I'expression de la fonction f définie par f(z) = g(azx+b).
(a) a=4,b=1, et g(x) =23
1
(b) a=-3,b=2, et g(x) = —
x
(¢c) a=2,b=—1,et g(x) =Tcosx.

2. Inversement, reconnaitre ’expression f(z) comme g(az+b) en précisant la fonction
g et les réels a et b.



Propriété (admise)

Soient a et b deux réels, et g une fonction définie et dérivable sur un intervalle J.
Soit I un intervalle tel que pour tout x € I, ax + b € J.

Soit f la fonction définie sur l'intervalle I par f(z) = g(ax + b).

Alors, la fonction f est dérivable sur I et pour tout = € I, f'(z) = a X ¢'(ax + b).

Propriété (cas particulier des fonctions trigonométriques)

Soient A, w, et ¢ des nombres réels (lire w : "Omega", et ¢ : "Phi").

On considére les fonctions f et g définies sur R par f(t) = Asin(wt + ¢), et g(t) =
A cos(wt + ).

Alors f et g sont dérivables sur R et pour tout ¢ € R,

f'(t) = A X wcos(wt + ¢)

g'(t) = —A x wsin(wt + p).

Exercice 6
Dériver les fonctions de I'exercice précédent.

V Approximation affine au voisinage d’un point
Rappel : Si f est dérivable en a, une équation de la tangente a €y au point (a; f(a)) est :
y=f'(a)(x —a)+ f(a)

Si 'on souhaite approcher f par une fonction affine au voisinage de a, la meilleure
fonction affine possible est donc x — f(a) + f'(a)(z — a). D’ou le résultat suivant :

Théoréme
Si f est dérivable en a, alors :

f(z) = f(a) + f'(a)(x —a) pour x voisin de a,

(oux=a+h) fla+h)= f(a)+ f'(a)h pour h voisin de 0.

Exercice 7
Soit f la fonction carré définie sur R par f(z) = 22

1. Déterminer 'approximation affine de f(1 + h) pour h proche de 0.

2. En déduire sans calculatrice une valeur approchée de 1,012, 1,0032, puis 0, 992.



VI Dérivée et sens de variation

Théoréme

Soit. f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. Si pour tout x € I, f'(x) > 0, alors f est croissante sur [
2. Si, pour tout x € I, f'(x) <0, alors f est décroissante sur /.

3. Si f" est nulle sur I, alors f est constnate sur I.
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