1re G. Correction de l’interrogation de mathématiques n° 5
Sujet 1

Exercice 1 (3 points)
Compléter sur I’énoncé. Aucune justification n’est attendue.

1. Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = v4x + 11.

Pour tout x € [0;+o0[, f/(z) = ———
Viéz +11

2. Rappeler une formule de la somme des termes consécutifs d’une suite arith-
métique.
g (premier terme + dernier terme)
B 2
3. Donner un exemple de terme général d’une suite géométrique croissante :
Pour tout n € N, u,, =3 x 2"

X (nombre de termes)

4. Soit (G,,) la suite géométrique de premier terme Gy = 500 et de raison
q=20,9.
(a) L’expression de G, en fonction de n est :
Pour tout entier n, G,, = 500 x 0,9"
(b) Arrondi au dixiéme, S15 = Go + G1 + - -- + G15 = 4073,5

Exercice 2 (2 points)
F et F sont indépendants ssi P(F) = Pr(F).
450 230 23
P(F)=——=0,45. Et Pr(F)=—=—
") = To00 = ) =50~ 5
‘ Comme P(F) # Pp(F), F et T ne sont pas indépendants ‘

~0,43.

Exercice 3 (5 points)
Au début d’une expérience, la masse des bactéries mesurée dans une solution
aqueuse est de 3 mg. On estime que la masse de bactéries augmente de 14 %
tous les jours. On pose By = 3 et pour tout n > 1, on note B, la masse des
bactéries aprés n jours, exprimée en mg.
1. Calculer B; et montrer que By = 3, 8988.
By =By+0,14 x By =3+0,14 x 3 = 3,42.
By =B; 40,14 x By =3,42+ 0,14 x 3,42 = 3,8988.
2. Exprimer B, en fonction de B,.
Pour tout n € N, B,41 =B, +0,14 x B, = 1,14 X B,,.
On peut aussi justifier en rappelant qu’augmenter de 14% revient & multi-

plier par 1,14 (coefficient multiplicateur d’une hausse de 14 %, ¢ = 1 + ).
Donc B, +1 =1,14 X B,.

3. En déduire la nature de (B,,), et précise les éléments caractéristiques.

‘ Donc (By,) est la suite géométrique de premier terme By = 3 et de raison 1,14. ‘

4. Donner ’expression de B,, en fonction de n.
| Pour tout n € N, B, = By x ¢" =3 x 1,14",

5. Bonus : Déterminer le nombre de jours & partir duquel la masse de bastérie
dépasse 100 g.
On cherche le plus petit entier n tel que B, > 100.
La suite est géométrique avec By = 3 et ¢ = 1, 14.
Comme By > 0 et ¢ > 1, la suite (B,,) est strictement croissante.
Avec la calculatrice,
Bog =3 x 1,1426 =~ 90,5
Bor =3 x1,14%" ~ 103,2
L’entier cherché est 27.
‘ La masse de bactéries dépasse 100 g au bout de 27 jours.

Exercice 4 (5 points, +1)

Le salaire net de Jean est de 1 700 euros en janvier 2023. Chaque mois il augmente
de 8 euros.

On pose vg = 1 700 le salaire du mois de janvier 2023, puis on note v; le salaire

du mois de février 2023, et pour tout n > 1, v, le salaire du n® mois aprés janvier
2023.

1. Exprimer v, en fonction de v,,.
‘Pour tout n € N, vp41 =0, +8

2. En déduire la nature de la suite, préciser la raison et le premier terme.

‘ Donc (vy,) est la suite arithmétique de raison 8 et de ler terme vy = 1700.

3. Exprimer v,, en fonction de n.
‘Pour tout n € N, v,, = vg + nr = 1700 + 8n.

4. A quelle date le salaire de Jeanne dépassera-t-il pour la premiére fois 2 000
euros 7 Justifier.
1700 4 8n > 2000 ssi 8n > 300 ssi n > % =37,5.
ainsi, n > 38.
38 =3 x 124 2, donc n = 38 correspond au mois de mars 2026.
‘ Le salaire dépasse 2000 euros pour la premiére fois en mars 2026. ‘

5. Quelle somme totale percevra-t-elle comme salaire de janvier 2023 & dé-
cembre 2033 inclus ?
La période représente 11 années complétes, soit 11 x 12 = 132 mois.
Il s’agit donc de calculer la somme des 132 premiers termes de la suite (v, ),
de vy a v131.
v131 = vo + 131r = 1700 4 131 x 8 = 2748.

Vo + V131

’U()+’l)1+"'+’0131 = TXL?)Q
1 274
B 700; 48 a
= 293568

Cela représente 293 568 euros.




6. Bonus : A partir de quelle date la somme totale des salaires dépasse-t-elle

300 000 euros ?
Posons S,, = vg + v1 + -+ + v,. On cherche le plus petit entier n tel que
Sy > 300000.

La tangente T, est paralléle a cette droite ssi elle a le méme coefficient
directeur, 6. Comme f’(a) est le coeflicient directeur de la tangente, on
résout ’équation f’(a) = 6.

=6ssi (22 —2)2=1

(2z — 2)?
D2 1) > 300000 ssi 22 —2 = —/T ou 20 — 2= V1
ssi2x =1ou2x=3
(1700 + 1700 + 8n)(n + 1) > 600000 e e
(8n 4 3400)(n+1) > 600000 Il y a deux points de % en lesquels la tangente est paralléle & la droite
8n? 4 3408n 4 3400 — 600000 > 0 d’équation y = 6x + 8, ce sont les points d’abscisses 0,5 et 1, 5.

8n2 + 3408n — 596600 > 0

A =b? — dac = 34082 — 4 x 8 x (—=596600) = 30705664 > 0.

Remarque : 4 partir de (2z—2)2 = 1, on pouvait aussi développer et résoudre
une équation de degré 2 via A.

. Déterminer une équation de la tangente T' a la courbe au point d’abscisse 2.

—b—+VvA —b A _
o= YA s B )= AX2T 1 68
o 2a . s L. 2a 2x2-2 2 22 2
Le trinéme prend le signe de a & ’extérieur des racines, ici a =7 > 0. , 3 1 3 5
y=F @)@ -2+ f2) =2@—2)+3 =202
2 2 2 2
x —00 x1 Z2 +oo , . 5
T a pour équation y = 3%~ 5
2 —
82" + 3408z — 596600 + 0 0 * . Montrer que pour tout réel x # 1,
3 5 —3(x —2)?
o , f<$)_(§$_§)_ 20 —1)
Donc le plus petit entier (naturel) n tel que 7n® 4+ 3507n — 596500 > 0 est 3 5 dr—7 3x-5 dz—T—(3z—5)(x—1)
133. . . o f<$)_<§$_§):2(x—1)_ 2 20 — 1)
133 = 11 x 12 + 1. Le mois correspondant vient 11 ans et 1 mois apres Ar—T— (322 — 30 —5x+5) —322+ 120 — 12
janvier 2023, c’est donc février 2034. = o 0 = 2 D
La somme des salaires dépasse 300 000 euros pour la premiére fois en février _3(a? — 4z _T_ 4) " 3z —2)2 v
2034. = =
2(x — 1) 2(x — 1)
Exercice 5 (5 points +1) Ap 7 . En déduire la position relative de la courbe ¢ et de la tangente T'.
Soit f la fonction définie sur | — co; 1{U]1; +00[ par f(z) = 57 3"
T —
On note % sa courbe représentative. z - 1 2 +oo
6
1. Montrer que pour tout x # 1, f/'(z) = m -3/2 - - -
En posant u(x) = 4x—7, et v(z) = 22 —2, les fonctions u et v sont dérivables (z — 2)? + + 0 +
sur R, et v s’annule pour x = 1.
Donc, par quotient, f est dérivable en tout réel x # 1. On rappelle la dérivée z—1 - 0 + +
) i w\’' u'v—uv
d’un quotient de 2 fonctions, (—) =—F “3(z —2)?
v v —o\r —2)" + _ 0 _
Pour tout z # 1, 2(z—1)
, 4(2x —2)— (e —7)x2 8r—8—-8zx+14 6
fiz) = 2 = 2 = 2"
(2x — 2) (2x — 2) (22 — 2)
2. Montrer qu’il existe deux points de € ot la tangente & la courbe est paralléle Ainsi, f(x) — (§$ — §) >0 ssi x €] —oo;1].
a la droite d’équation y = 6x + 8. Donner les abscisses de ces deux points 2 2

(on ne demande pas leurs ordonnées). ‘ % est au-dessus de T sur | — o0; 1], et en dessous de T sur |1; +o0]. ‘




Réponses non détaillées du sujet 2

Exercice 6 (3 points)
Compléter sur I’énoncé. Aucune justification n’est attendue.

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (—4x + 11)°.
Pour tout x € R, f'(z) = —20(—4x + 11)*

2. (A,) est la suite arithmétique de premier terme Ay = 5 et de raison 9.
(a) Pour tout n >0, A, =5+ 9n
(b) Soog=Ag+ A1+ -+ Ayp = 1995

3. Donner un exemple de terme général d’une suite arithmétique décroissante :
Pour tout n € N, u,, =1 —5n

4. Donner la définition d’une suite (V;,) géométrique.
(V) est géométrique s’il existe un réel ¢ tel que pour tout entier n € N,
Vn+1 = Vn X (.

Exercice 7 (2 points)
H et B sont indépendants ssi P(H) = Pg(H).
550 160
= ——=0,55. Et Pp(H
) = 1500 = * 5(H)

‘ Comme P(H) # Pg(H), H et B ne sont pas indépendants ‘

8

Exercice 8 (5 points)

Une entreprise de sécurité lance un nouveau systéme d’alarme. La premiére se-
maine 2000 unités seront produites, puis la production augmente de 8% chaque
semaine. On note u, le nombre de systémes fabriqués la n-iéme semaine (on a
donc w3 = 2000). On arrondira les résultats a 'unité.

1. Calculer us et us.
Augmenter de 8 % revient a multiplier par 1+0,08=1,08.
ug = up X 1,08 = 2000 x 1,08 = 2160.
uz = ug X 1,08 = 2160 x 1,08 ~ 2333

2. Exprimer u,41 en fonction u, pour tout entier n > 1.
Augmenter de 8 % revient a multiplier par 1+0,08=1,08.

‘Donc pour tout n > 1, up4+1 = 1,08 X u, ‘

3. En déduire la nature de la suite (u,,) et préciser la raison et le premier terme.

‘ (uy) est la suite géoémtrique de premier terme u; = 2000 et de raison 1,08.

4. Exprimer u, en fonction de n.
‘Pour tout n > 1, up, = ug X q"_1 = 2000 x 1,081 ‘

5. Calculer la production totale au cours des 20 premiéres semaines.

20 20
—q 1-1,08
= 2000 ————— ~ 91524.
1—q¢q 1-1,08

‘ L’entreprise produit 91524 systémes durant les 20 premiéres semaines.

Uy +ug + -+ -4+ U9 = uyp X

Exercice 9 (5 points+1)

Le salaire net de Jeanne est de 1750 euros en janvier 2023. Chaque mois il augmente
7 de euros.

On appelle vy le salaire du mois de janvier 2023, v; le salaire du mois de février
2023 et pour tout n > 0, v, le salaire du n°® mois aprés janvier 2023.

1. Exprimer v,41 en fonction de v,,. ‘Pour tout n 2 0, vp41 = v + 7. ‘

2. Nature de la suite. Eléments caractéristiques.

‘ (vn) est la suite arithmétique de premier terme vy = 1750 et de raison 7. ‘

3. Exprimer v,, en fonction de n. Justifier.
‘ Donc pour tout n > 0, v, = vg + nr = 1750 + 7n. ‘

4. A quelle date le salaire de Jeanne dépassera-t-il pour la premiére fois 2000
euros ?
v, = 2000 ssi 1750 + 7n > 2000 ssi n > 2—§0 ~ 35,7.
Le plus petit entier n qui convient est 36, ce qui correspond au mois de
janvier 2026.
En effet, 36 = 3 x 12.
‘ Le salaire dépasse pour la premiére fois 2 000 euros en janvier 2026.

5. Quelle somme totale percevra-t-elle comme salaire de janvier 2023 & dé-
cembre 2033 inclus ?
La période janvier 2023 & décembre 2033 correspond & exactement 11 an-
nées, soit 11 x 12 = 132 mois.
Il s’agit donc de calculer la somme des 132 premiers termes de la suite (vy,),
de Vo a V131-

v131 = v + 131r = 1750 4 131 x 7 = 2667.
vot+v 4oz = UOJF% % 132
1750 + 2667 o

2
= 291522

132

Le montant total des salaires accumulés sur la période janvier 2023-décembre
2033 est de 291 522 euros.

6. Bonus : A partir de quelle date la somme totale des salaires dépasse-t-elle
300 000 euros ?
Posons S,, = vg + v1 + - -+ + v,. On cherche le plus petit entier n tel que
Sy > 300000.

WU 1) > 300000

>
(1750 + 1750 + 7n)(n +1) > 600000
(7Tn +3500)(n+1) > 600000
7n? 4 3507n + 3500 — 600000 >
7n? 4 3507n — 596500 >



A = b2 — dac = 35072 — 4 x 7 x (—596500) = 29001049 > 0.
—b— VA —b+ VA
:7\/_%—635,2 m:%‘/_zmzx,z

a a
Le trinéme prend le signe de a a 'extérieur des racines, ici a =7 > 0.

x1

x —00 X1 T2 +0oo

722 + 35072 — 596500 + 0 - 0 +

Donc le plus petit entier (naturel) n tel que 7n? + 3507n — 596500 > 0 est
135.

135 = 11 x 12 + 3. Le mois correspondant vient 11 ans et 3 mois apreés
janvier 2023, c’est donc avril 2034.

La somme des salaires dépasse 300 000 euros pour la premiére fois en avril

2034.
Exercice 10 (5 points+1) 31
Soit f la fonction définie sur | — co; —3[U] — 3; 00| par f(z) = 16

x
On note % sa courbe représentative.
20
1. Montrer que pour tout z # —3, f'(z) = m
En posant u(x) = 3z—1, et v(z) = 22+6, les fonctions u et v sont dérivables

sur R, et v s’annule pour x = —3.
Donc, par quotient, f est dérivable en tout réel x # —3. On rappelle la
P . ) w\’  uv—u
dérivée d’un quotient de 2 fonctions, (—) —
v

Pour tout x # —3,
f,(z):3(2x+6)7(3z—1)x2:6z+1876x+2: 20
(27 + 6)2 (27 + 6)2 (27 + 6)2°

2. Montrer qu’il existe deux points de % ou la tangente a la courbe est paralléle
a la droite d’équation y = 20x + 8. Donner les abscisses de ces deux points
(on ne demande pas leurs ordonnées).
La tangente T, est paralléle & cette droite ssi elle a le méme coefficient
directeur, 1. Comme f’(a) est le coefficient directeur de la tangente, on

résout l’équation f'(a) = 1.

=20 ssi (20 +6)2=1

v

(2x 4+ 6)2
ssiQx+6:—\/Tou2x+6:\/I

ssi2ze=—-6—1oul2x=—-6+1
ssix=—3,5ouzx=—25.

Il y a deux points de € en lesquels la tangente est paralléle a la droite
d’équation y = 20z + 8, ce sont les points d’abscisses —3,5 et —2, 5.

. Déterminer une équation de la tangente 7' & la courbe au point d’abscisse

—1.

—4 , 20 5
fCh=Foctaso=Fog
y=f(-De+)+f(-1)=2(e+1)-1= 2+

4 4 4
1
T a pour équationyzzquZ.
) 5 1\  —5(xz+1)?
. Montrer que pour tout réel z # —3, f(z)(ZerZ = i3
) 1 3x—1 ) 1 2@Bx—-1)—( 1 3
PO G I i W R G C Vi | e RN
4 4 2(z+3) 4 4(z + 3)
6 —2—(52*+ 150 +x+3) —ba?—100—5
- A(z+1) T 4@ +3)
5@ +22+1)  —5(x+1)?

4(x +3)  4(z+3)

. En déduire la position relative de la courbe € et de la tangente T

T —00 -3 -1 +00
—5/4 — — —
(z+ 1) + + 0 +
z+3 — 0 + +
—5(x +1)?
4(z + 3) * 0

Ainsi, f(z) — <Z$ + i) > 0 ssix €] —oo; —3[.

‘ % est au-dessus de T sur | — oco; —3[, et en dessous de T sur | — 3; 4o00].




