Chapitre 4 : Inégalités et inéquations

I Inégalités

Rappel :
L’inégalité (stricte) a < b signifie que a est strictement plus petit que b.
L’inégalité (large) a < b signifie que a est inférieur ou égal a b.

Propriété (inégalités et addition)
Pour tous nombres réels a, b, c et d
1. Sia<b alorsa+c<b+ec.

Ajouter ou soustraire un méme nombre aux deux membres d’'une inégalité conserve le
sens de l'inégalité.

2. Sia<betc<d, alorsa+c<b+d.
On peut ajouter membre & membre des inégalités de méme sens.

Remarque
En particulier, a > b équivaut & a — b > 0.

Propriété (inégalités et multiplication)
Soient a, b et ¢ des nombres réels.
1. Sia<betec>0,alorsaxc<bxec.

Multiplier les deux membres d’une inégalité par un méme nombre strictement positif
conserve le sens de l'inégalité.

2. Sia<betc<0,alorsaxc>bxec.
Multiplier les deux membres d’une inégalité par un méme nombre strictement négatif
change le sens de I'inégalité.

Propriété (dite "régle des signes")
Soient a, et b deux nombres non nuls.

1. Si a et b sont de méme signe alors a x b > 0 et % > 0.

Le produit (ou quotient) de deux nombres de méme signe est positif.

a
2. Si a et b sont de signes contraires, alors a x b < 0 et — < 0.

Le produit (ou quotient) de deux nombres de signes contraires est négatif.

Exercice 1
Isoler x a 'aide d’inégalités équivalentes a celle donnée.

1. 2 —6 < 7 ssi
2. —2x > 8 ssi

3
3. Zx > 3 ssi



II Application a la résolution d’inéquations du premier degré.

Meéthode : on isole I'inconnue z en utilisant les propriétés sur les inégalités.

Exercice 2
Résoudre les inéquations suivantes et donner ’ensemble solution sous forme d’un intervalle.

1. 92 +4<3z+1
2. —6br+4>4xr—1
3.2—z<T7x+9
4. gx —1>x+ §
7 3
III Reésolution graphique d’inéquations

II1.1 Inéquation f(x) >k

Propriété

Soit f une fonction définie sur une partie D de R.

Notons % sa courbe représentative dans un repére du plan.

Soit k£ un nombre réel.

Les solutions de I'inéquation f(x) > k (resp. f(z) > k) sont les abscisses des points de la courbe
% qui ont une ordonnée supérieure ou égale a k (resp. strictement supérieure a k).

[lustration pour f(z) > k
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Remarque
On a des énoncés analogues pour les inéquations f(z) < ket f(z) < k.
L’ensemble solution peut étre une réunion d’intervalles.

II1.2 Inéquation f(z) > g(z)

Propriété

Soient f et g deux fonctions définies sur une partie D de R.

Notons respectivement ¢ et ¢ leur courbe représentative dans un repére du plan.

Les solutions de I'inéquation f(x) > g(x) sont les abscisses des points ol € est située au-dessus

de €.

[lustration pour l'inéquation f(z) > g(x).
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Remarque
Pour l'inéquation f(x) > g(z), on inclut les abscisses des points d’intersection dans les solutions.



IV Signe de ax + b

Théoréme
Soit f la fonction affine définie par f(z) = ax +b , avec a # 0.

b
Alors f(z) =0 pour z = ——.
a

— Sia > 0, alors le signe de f(x) est donné par :

7 —00 —b/a +00

fx)=ax+b - 0 +

— Sia <0, alors le signe de f(x) est donné par :

77 —00 —b/a +00

fx)=ax+b + 0 -

Remarque
Ces tableaux résument de signe de la fonction.
Le + signifie strictement positif, et le — signifie strictement négatif.

Démonstration
On se limite au cas ot a < 0 (le cas a > 0 se montre de fagon analogue).

On suppose donc que a < 0.

b
Onadéavuar+b=0ssiar=—ssia=——.
a

. . b . . .
ax +b > 0ssiar > —bssi x < —— car en divisant membre & membre par a < 0, le sens de I'inégalité
a

change.
b

ax +b<0ssiar < —bssix > —— (de méme). o
a

Exemple :

1. f(x) =2z —6.
a=2,et b= —6.
2z — 6 = 0 lorsque = = 3.
Comme a =2 >0,0n a:

2r — 6 — 0 +

Cela signifie que f(z) < 0 lorsque z €] — 00;3], f(x) = 0ssi z = 3, et f(x) > 0 lorsque

x €]3;400].
2. g(x) =2—"Tx.

a=—-T7,b=2.

) 2
2—730:055130:?.
Comme a = —-7<0,0n a:
T |—o0 2/7 400
2—-Tx + 0 -




Exercice 3
Dresser le tableau de signe des fonctions affines suivantes.

1. f(x) =42 -3

2. g(z) =Tz +21
3. h(z) =z +4
4. i(x) =5—m.

V Inéquation produit, inéquation quotient

On résout ces inéquations en dressant un tableau de signes.
La méthode repose sur la "régle des signes", il faut donc toujours se ramener & I’étude du signe
d’une expression factorisée.

Propriété (dite "régle des signes")
Soient a, et b deux nombres non nuls.

1. Si a et b sont de méme signe alors a x b > 0 et % > 0.

Le produit (ou quotient) de deux nombres de méme signe est positif.

a
2. Si a et b sont de signes contraires, alors a x b < 0 et 3 < 0.

Le produit (ou quotient) de deux nombres de signes contraires est négatif.

Méthode pour les inéquations produit et inéquations quotient

. Faire apparaitre 0,
. Factoriser (mettre au méme dénominateur s’il y a des divisions),

1
2
3. Faire un tableau de signe (une ligne pour chaque facteur),
4

. Conclure (donner I'ensemble solution sous forme d’intervalle ou de réunion d’intervalles).

Exercice 4
Résoudre I'inéquation 6z < 2z2.

6r < 2z°
6z — 22> < 0
z(6—2z) < O
Valeurs clés :

z=0
6 — 2z = 0 lorsque x = 3.

T —00 0 3 +00
@ - 0 + +
6 — 2z + + 0 -
c6-20) - 0 + o0 -
L’ensemble solution est S =] — 0o0; 0[ U ]3; 4o00]. ‘




Exercice 5

5
Résoudre dans R I’inéquation z <4
z+5 < 4
x
5
T+ 4 <0
x
r+5 4o < 0
x x
r+5—4x <0
x
5— 3z <0
x
Valeurs clés : .
5 —3x =0 lorsque x = —.
x = 0 (valeur interdite).
T -0 0 5/3 +o0
5 — 3z + + 0 -
z -0 + +
5—3
x
5
S:] —oo;O[ U §;+oo :
Remarque (la double barre) _
Lorsque x = 0, I'inéquation précédente < 0 n’est pas définie. On dit que O est valeur
x

interdite pour 'inéquation.
On l'indique par une double barre dans la derniére ligne du tableau de signe.
Les valeurs interdites sont toujours exclues de I’ensemble des solutions de I'inéquation.

Exercice 6
Résoudre les inéquations suivantes. Donner ’ensemble solution sous forme d’intervalle ou de
réunion d’intervalle.
1. (x —=5)(8x+1) > 0.
(x4+5)(—=3 —1x)
(Tx+1) -
3. (x4 3)% < 2522,
Indication : montrer que cette équation équivaut a (6x + 3)(—4x + 3) < 0.
r—1 > 9.
r+4
—15x -7
3x+1

2.
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