Chapitre 5 : Nombres complexes — 2e partie
Complexes et géométrie

I Rappels : représentation géométrique d’'un nombre complexe

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; 7; 7) Il est ainsi appelé plan complexe.

Définition

A tout nombre complexe z = a +ib (avec a, b réels), on associe un unique point du plan, le point
M (a;b).

Réciproquement, & tout point point M (a;b), on associe le le nombre complexe z = a + ib.

On dit que M est 'image du nombre complexe z, et que z est 'affixe du point M (z est aussi

laffixe du vecteur 5?\7 .
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Propriété
1. 245 = %B — ZA.
2. Zp o =rw Ay
3. Pour tout k € R, 2,3 = kzg.
4. Si I est le milieu de [AB], z1 = %.

Exercice 1

Compléter.
1. Le point A(—2;5) a pour affixe z4 = ...
2. Si zp = —4i, le point B a pour coordonnées B(...;...).
3. Sizgp =6 —4iet zp =2 —1, alors laffixe du vecteur ﬁ est :
2 =

Cela 51gn1ﬁe que les coordonnées du vecteur E7' sont .

%
4. Soient W et w' les vecteuri d’affixes respectives 1+ 3i et —2 + i.
L’affixe du vecteur 3w — w’ est :
3@
5. Soient C'(2 4 1) et D(—10 — 3i) deux points données par leurs affixes respectives.
Le milieu K du segment [C'D] a pour affixe :

ZK = ...
Cela signifie que les coordonnées de K sont ...



II Module d’'un nombre complexe

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; 7; 7)

Définition (module d’un nombre complexe)
Soient z un nombre complexe et M son image dans le plan complexe.
Le module de z, noté |z| est la distance OM,

A L M(z)

v

O 4

Remarque
1. Le module d’un nombre complexe est toujours positif ou nul : |z| > 0.

2. Pour tout z € C, |z| = 0 équivaut & z = 0.

Propriété
Soit z un nombre complexe sous forme algébrique z = = + iy avec x, y réels.
Le module de z est :

|z| = /22 + 32

Exemple :
Si z =5 —2i, alors |z| = /5% + (—2)? = V25 + 4 = v/29.
Remarque

On reconnait pour le module d’un nombre complexe la méme notation que la valeur absolue d’un
nombre réel, entre deux barres verticales. C’est parce que le module prolonge la valeur absolue
aux nombres complexes.

Si z est un nombre réel, par exemple z = —3, sa forme algébrique est z = —3 + 0i.

Le module de z est |z| = | — 3| = 1/(=3)2 + 02 = v/9 = 3.

La valeur absolue de —3 est | — 3| = 3.

On peut donc lire | — 3| "valeur absolue de —3" ou "module de —3" indifféremment.

Propriété (distance entre deux points)
Pour tous points A et B d’affixes respectives z4 et zp, AB = |z — z4|.

Remarque
L’ordre des points n’a pas d’importance : AB = BA = |zp — z4| = |24 — zB].

Exercice 2 (corrigé)

Soient A et B les points d’affixes respectives z4 =5 —iet zg = 1 + 4i.

Calculer la distance AB.

La distance AB est AB = |zp — z4|.
zp—za=14+4i—-(b5—-1)=14+4-5+i=—-4+5i

Donc AB = |zp — z4| = | — 4+ 5i| = \/(—4)2 + 52 = /16 + 25 = V/41.

Exercice 3

Soient les points E, F', G d’affixes respectives zg =2 +1, zp =4+ 3iet zg =6 —i.
Etudier la nature du triangle EFG.



Propriété (Propriétés du module)
1. Produit de deux nombres complexes
Pour tous nombres complexes z et 2/,

|22 = |2| x |2/].
2. Quotient de deux nombres complexes Pour tous nombres complexes z et 2/, avec 2’ # 0,
2|

Z/

IIT Arguments d’un nombre complexe non nul

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; ;7).

Définition (arguments d’un nombre complexe non nul)

Soient z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe.
—
Un argument de z, noté arg z, est une mesure en radians de ’angle orienté de vecteurs (7, OM).

—
Pour z # 0, argz = (7, OM), a 27 prés.

A L M(z)

Remarque
1. Un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments : si § ("theta") est une

—
mesure de ’angle (77 OM), alors les autres mesures de cet angle sont les réels 6 + k2,
ke Z.

7 .o
2. Le nombre 0 n’a pas d’argument car ’angle de vecteurs (Y;OM) n’est pas défini si
M = 0.

Exercice 4 (corrigé)
A Taide de considérations géométriques, donner sans justifier un argument des nombres complexes

suivants :
. ™
1. 21 =51 arg(zl) = 5
2. 29=3 arg(ze) =0
. T
3. z3=—Ti arg(zs) = b
4. 24 =—11 arg(z4) = m
Propriété

Pour tous points distincts A et B, une mesure de I'angle orienté de vecteurs (; ﬁ) est :

77ﬁ) = arg(zp — z4) [27].

Démonstration
—
Soit M le point tel que OM = ﬁ M # O car A # B.

ﬁ (u; OM = arg(zp — z4).
En effet, zp — z4 est 'affixe du vecteur 1@ 0



IV Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition (et théoréme)
Soit z un nombre complexe non nul. Posons r = |z| et § = arg z.
Alors,

z =7(cosf +isinb)

Cette écriture est appelée une forme trigonométrique de z. On note aussi z = [r; ].

Remarque

0 se lit "theta".

Un nombre complexe non nul admet une infinité de formes trigonométriques car § = arg z est
deéfini & 27 prés (par contre le module est unique).

Démonstration

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.

Notons M l'image de z, et N le point d’intersection de la demi-droite [OM) avec le cercle trigonométrique
(de rayon 1).

On a 5]\7 = TOVJG N

Par ailleurs, § = (7; OM) = (; OW)

Comme N est sur le cercle trigonométrique, ses coordonnées sont (cos 6; sin(6).

Donc les coordonnées de M sont (r cos8; rsin@).

Donc, en revenant aux affixes, z = x + iy = r cos @ + irsin 6.

Finalement, z = r(cos§ 4 isin6). o

Propriété
1. Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont le méme module
et le méme argument & un multiple de 27 prés.

2. Siz=r(cosf +1isinf) avec r > 0, alors |z| =r et argz =6 [27].

Propriété
Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy, avec r = |z| et § = arg z.

Alors,
Passage de la forme algébrique Passage de la forme trigonométrique

a la forme trigonométrique : a la forme algébrique :

= /x2+y2 e x =rcosf

3 = i 9
e CcOsl = y=rsin

) SIDHZ

Sles | s

Ceci permet de retrouver 6.

Exercice 5 (corrigé - -
On donne z = 3(cos s +isin—) = [3; 6} sous forme trigonométrique. Le mettre sous forme

6
algébrique.
Onar:?),etﬂzg.

T V3 3V3

D = = — = _—= —
onc x = rcos6 30086 31><§ 5
etyzrsin@z?;sinz:?;x—:—.

\/_ 6 2 2

3v3 3.
Z—T+§l.



Exercice 6 (corrigé)
On donne z = 5 — 5i sous forme algébrique. Le mettre sous forme trigonométrique.

Onar:]z\:\/xz—FyQ:\/524-(—5)2:\/%:5\/5-

Notons # un argument de z.

5 1 V2

T2 V2 20
-5 1 Q

52 V22

On en déduit que 0 = 1

cosf =

sinf =

I 3|8

Donc z = 5v/2 (cos(—%) + isin(—%)) = [5\/_; —Z}
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