Chapitre 18 : Produit scalaire dans ’espace

I Produit scalaire dans ’espace

Deux vecteurs de I'espace sont toujours coplanaires.

Définition
Soient ¥ et ¥ deux vecteurs de I’espace, le produit scalaire de U et de U est le produit
scalaire U - ¥ calculé dans un plan contenant U et .

Remarque
Cette définition est indépendante du plan choisi et des représentants choisis pour U et

.

Propriété (Rappels : expressions du produit scalaire)
1. Formule du projeté orthogonal.
Soient W, ¥ des vecteurs non nuls, et ¥’ le projeté orthogonal de o sur . Alors,

v ="
Y v 77 X
g :
v v/ o

Lorsque W ou U est le vecteur nul, on pose vV =0.

2. Formule du cosinus :
Soient W et ¥ deux vecteurs non nuls. Alors,

T = 2N x |7 x cos(W; )

3. Expressions avec les normes :
Pour tous vecteurs u et 7,

N = N

(212 + 1212 - 12 - 71

R
S

(12 + 212 = 1212 - 171

Remarque

Si W ou U est nul, alors v =0.



Remarque (cas des vecteurs colinéaires non nuls)

Soient @ et ¥ deux vecteurs colinéaires non nuls.

Le produit scalaire de U et U est le nombre réel noté W - ¥ défini par :
— Si U et ¥ ont méme sens, alors @ - ¥ = || | 7|
— Si W et ¥ sont de sens contraires, alors U - ¥ = —| || | 7]

Définition
On dit que deux vecteurs non nuls sont orthogonaux s’ils dirigent des droites orthogonales.
Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de I’espace.

Propriété (Vecteurs orthogonaux)
Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Théoréme (Expression dans un repére orthonormé)
=SS
Soit < ;235 7 k Jun repere orthonormé de l'espace. Soient U et U des vecteurs de

coordonnées 7(3:, :2) et 7(3: ;y's 2. Alors,

UV =ax + gy + 22

Corollaire (Lien entre distance et produit scalaire)
L[ WP=U2=" -7 =a"+y>+ 22 Dot | ¥ = /a2 + 12+ 2.

2. Distance entre deux points A(za;ya;24) et B(xp;yp; 2) :

AB = /(zp —xa)*+ (yp — ya)> + (25 — 24)?

Démonstration
Les coordonnées de A§ sont (xp — TA;YB — YA; 2B — ZA)- o

Remarque
L’orthogonalité des vecteurs 7(3:7 y;z) et 7(:6’ ;s 2') se traduit de fagon analytique par :

ULYT & ' +yy 422 =0

Remarque
Les propriétés du produit scalaire dans le plan vues en 1re restent valables dans I’espace.
En particulier, pour tous vecteurs 7, 7, E?, et k € R,

1. Symétrie :

U=
2. Linéarité :
U T+ =" -V +U-W
U-(kT)=kx(q-V)=(kd)-V



II Applications du produit scalaire

Définition (rappel)
Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est orthogonale a deux droites sécantes de
ce plan.

Théoréme
Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a toutes
les droites de ce plan.

do

Démonstration (a connaitre)

On montre I'équivalence suivante :

Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a toutes les droites
de plan.

La démonstration utilise le produit scalaire.

1. Implication directe :
St une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan, alors elle est orthogonale
a toutes les droites de ce plan.
Soient dy et dy deux droites sécantes d’un plan P, et A une droite orthogonale & d; et a
ds.
Considérons des vecteurs directeurs 17{ de dy, 275 de dy et o de A.
CommeAJ_dl,onaﬁJ_lTl), et donc ¥ - uj = 0.
De méme, A 1 dy, dout ¥ L ub, et donc ¥ - u = 0.
Comme dy et do sont sécantes dans P, les vecteurs 17{ et 17% sont des vecteurs non
colinéaires de P. Autrement dit (u]; u3) est une base de P (famille de vecteurs directeurs).
Soit d une droite quelconque de P, montrons que A L d.
Considérons @ un vecteur directeur de d (donc W # ﬁ)
Comme U, ui et ug sont coplanaires, w peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de 17{ et de 275 :

Il existe des réels a et b tels que W= ale) + 6272) .
Alors, par linéarité du produit scalaire,
DT = T (o +b)
= a¥-uj +b07 -

= ax04+bx0

= 0
Ainsi, ¥ L .
Comme les doites A et d ont des vecteurs directeurs orthogonaux, elles sont orthogonales.
Al d.

2. Réciproque :
Si une droite est orthogonale a toutes les droites d’un plan, alors elle est orthogonale a
deuz droites sécantes de ce plan.
Cette réciproque est évidente. o



Définition
Un vecteur 77 non nul est dit normal & un plan §’il dirige une droite orthogonale a ce

plan.

Propriété

Soient 77 un vecteur non nul et A un point de I’ espace

L’ unlque plan passant par A et de vecteur normal 77 est ensemble des points M tels que
AM - =0.

Démonstration

Soient M un point du plan P et (d) une droite de vecteur directeur .
La droite (AM) est alors une droite du plan P.

Comme (d) est orthogonale a toutes les droites du plan P, (d) L (AM).
Donc m =0.

Remproquement soit M un point de ’espace tel que AM 7 =0.
Alors M est confondu avec A ou le droite (AM) est orthogonale & la droite passant par A et
dirigée par ﬁ), donc M appartient au plan passant par A et de vecteur normal . o

Propriété
On se place dans un repere orthonormé de I’espace.
1. Un plan P de vecteur normal 7 (a;b;c) (nécessairement non nul) admet une
équation de la forme ax + by + cz +d = 0.
2. Soient a, b, ¢, d quatre réels, avec (a;b; c) # (0;0;0).
Alors ax + by + cz + d = 0 est I’équation d’un plan de vecteur normal 7(&; b;c).

Démonstration (a connaitre)
1. Soit A(xo, Yo; 2z0) un point du plan P et M (z;y; z) un point de U'espace.

Alors AM(x —20;Y — Yo; 2 — 20), et AM -1 = a(x — x0) + b(y — yo) + (2 — 20).

—
MeP & AM-7 =0
& a(r—x0) +b(y —yo) +c(z —2) =0
& ax+ by + cz — (axg + byo + czp) =0
En posant d = —(axg+byo+czp), le plan P est caractérisé par 'équation ax+by+cz+d =
0.

2. Réciproquement, on considere ’ensemble (E) des points M (z;y;2) tels que ax + by +
cz+d =0, avec (a;b;c) # (0;0;0).
Comme a, b et ¢ ne sont pas tous nuls, on peut supposer par exemple que a # 0.

d
Il est clair que le point A <——; 0; 0) appartient a (E) (donc (F) est non vide).
a
d
L’équation de (F) ax + by + cz +d = 0 équivaut & a (m + —> + by + cz = 0, c’est-a-dire
a

—
AM -7 =0 ot 7 (a;b;c).

Donc Pensemble (E) est le plan passant par A et de vecteur normal 77 (a; b; c). .

Remarque
Le plans (zOy), (yOz) et (xOz) ont respectivement pour équation z =0, x = 0 et y = 0.



III Intersections de droites et de plans

III.1 Intersection d’une droite et d’un plan

Propriété
Soient (d) une droite passant par un point A et de vecteur directeur 7, et P un plan de
vecteur normal 77.

1. (d) et P sont paralleles si et seulement si U et W sont orthogonaux.
Alors,
— si A € P, (d) est incluse dans P ;
— si A ¢ P, (d) et P sont strictement paralleles.

2. (d) et P sont sécants si et seulement si W et 7 ne sont pas orthogonaux.
En particulier, d L P si U et7 sont colinéaires.

II1.2 Intersection de deux plans

Propriété _
Soient P et P’ deux plans de vecteurs normaux respectifs et .

%
Alors P et P’ sont paralleles si et seulement si 7 et n/ sont colinéaires.

Remarque
Lorsque deux plans de I’espace ne sont pas paralleles, ils sont sécants et leur intersection
est une droite.

Conséquence
On se place dans un repere orthonormé de I’espace.
Soient P et P’ les plans d’équations respectives ax+by+cz+d = 0 et a’x+b'y+z+d = 0.
1. Les plans P et P’ sont paralleles si et seulement si (a;b;c) et (a’;b';¢’) sont pro-
portionnels.
2. Si (a;b;c) et (a;0;¢) ne sont pas proportionnels, alors I’ensemble des points
ar +by+cz+d=0

est une droite (intersection de P
drx+by+cdz+d =0

M (x;y; z) vérifiant
et P').

I1I.3 Plans perpendiculaires

Définition
Deux plans sont perpendiculaires si I'un contient une droite perpendiculaire a I'autre.




Propriété o
Soient P et P’ deux plans de vecteurs normaux respectifs et .

%
Alors P et P’ sont perpendiculaires si et seulement si 7 et n/ sont orthogonaux.

Exercice 1
Soit un cube ABCDEFGH.
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1. Citer deux plans perpendiculaires. Justifier.

2. Citer deux plans qui ne sont pas perpendiculaires. Justifier.
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