Chapitre 11 : La fonction exponentielle

Propriété (rappel sur la dérivation)
Soient a et b deux réels, et g une fonction dérivable sur R. Alors la fonction f définie par
f(z) = g(ax + b) est dérivable sur R et pour tout x € R,

f(x) =ax ¢ (ax +b).

I Deéfinition et propriétés

Théoréme (et définition)
Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f' = f et f(0) = 1.
Cette fonction est appelée la fonction exponentielle, et on la note exp.

Démonstration (unicité)
On admet qu’il existe une telle fonction. On montre 1'unicité.
1. On montre qu’une telle fonction ne s’annule pas sur R.
Soit ® la fonction définie sur R par ®(z) = f(z) x f(—=x).
Par produit (et composée), ® est dérivable sur R.
La dérivée de x — f(—x) est z — —f/(—x).
D’aprés la formule de dérivée d'un produit, (uv)’ = u'v + wv’, pour tout = € R,

'(z) = f'(x) x f(=2) = f(x)f (—2)
Or, f' = f, ce qui donne

(x) = fl@)x f(=2) = f@)f(-2)
= 0

Comme ®' = 0 sur 'intervalle R, la fonction ® est constante.
Or, f(0) = 1, donc ®(0) = £(0)? = 1.

® est la fonction constante égale & 1.

Par suite, pour tout z € R, f(z) x f(—z) = 1.

La fonction f ne s’annule pas sur R.

2. Démonstration de I'unicité de la fonction f.
Considérons une autre fonction g définie et dérivable sur R, telle que ¢’ = g et ¢(0) = 1.
Alors g ne s’annule pas sur R (d’apreés 1.).

Par quotient de fonction dérivables, la fonction = est dérivable sur R et pour tout = € R,

(j)' () f'(2)g(x) — ¢'(z) f(2)

9 l9(2)]?
_ J@)g(z) = g(x)f ()
l9(2)]?
= 0

On en déduit que la fonction i est constante sur R.
0
Or, (i) (0) = 0 =
g 9(0)
Donc = est la fonction constante égale a 1.
g
Pour tout = € R, f(x) = g(z).

Conclusion :
il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f' = f et f(0) = 1. o



Propriété
1. La fonction exponentielle est dérivable sur R.

2. Pour tout = € R, exp’(z) = exp(x).
3. exp(0) =1

Exercice 1 (corrigé)

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% exp(x).

Calculer f'(z).

f est dérivable sur R par produit de fonctions dérivables.

On rappelle la dérivée d'un produit de deux fonctions : (u x v) = v'v + uv'.
Pour tout x € R,

f/(x) =2z exp(z) + 22 x exp/(z) = 2z exp(z) + 22 exp(x)

7'(z) = (2 + %) exp(x) = o(z + 2) exp(z).

Propriété (relation fonctionnelle)
Pour tous réels a et b, exp(a + b) = exp(a) X exp(b).

Démonstration

Soient a et b deux réels.

Posons g(x) = f(a+ b —x) x f(x) ou f est la fonction exponentielle.
En posant u(z) = f(a+ b — z), d’aprés le rappel initial,

on a pour tout z € R, v/(z) = (—1) x fla+b—x)=—f(a+b—x).
Par produit de fonctions dérivables, g est dérivable sur R.

(uxv) =u'v+u.

Pour tout z € R, (et comme f' = f),

g@) = —flat+tb—a)f(z)+ fla+b—2)f(x)
= —flatb—a)f(x)+ fla+b—2)f(x)
= 0

Donc g est constante sur R.

9(0) = f(a+0)f(0) = f(a+D).

g(b) = fla+b—b)f(b) = f(a) x (b).
Comme g est constante, g(0) = g(b), soit f(a+b) = f(a) x f(b).
Conclusion : pour tous réels a et b, exp(a + b) = exp(a) x exp(b).

Exemple :
exp(x) x exp(3) = exp(z + 3)
exp(2a — 11) = exp(2a) x exp(—11) = exp(a) x exp(a) x exp(—11) = (exp(a))? x exp(—11).

Propriété
La fonction exponentielle est strictement positive : pour tout a € R, exp(a) > 0.

Démonstration 0 a
SoitaeR.Onaa=—-+ —.

Avec la relation fonctionnelle, on a

a a
exp(a) = exp (§+§)

- (3) o 3
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Donc exp(a) > 0.

Or, on a vu que la fonction exp ne peut pas s’annuler (voir la démonstration de 'unicité du premier
théoréme, premiére partie).

Donc, pour tout a € R, exp(a) > 0. o

Exercice 2 (corrigé)
Etudier le signe des expressions suivantes.
1. A(x) =5+ exp(3x).
Pour tout z € R, exp(3z) > 0, et 5 > 0, donc pour tout z € R, A(x) > 0.
2. B(x) = (2—x)exp(l+ x).
Pour tout x € R, exp(1 4+ z) > 0, donc B(z) a le méme signe que 2 — x.
2—x=0ssiz =2

T —00 2 +0o0
2—-x 0 -
exp(l+ z) +
B(x) + 0 -

Propriété
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration
Pour tout z € R, exp’(z) = exp(z) et exp(z) > 0, donc la fonction exponentielle est strictement croissante
sur R. 0

Propriété
Pour tous réels a et b,

3. pour tout entier n € Z, exp(na) = (exp(a))"

Démonstration
Soit a € R.

1. Avec la relation fonctionnelle, exp(—a) x exp(a) = exp(—a + a) = exp(0) = 1.
De plus, la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R.

1
Donc exp(—a) = oxpla)’
2. On en déduit que exp(a — b) = exp(a) x L _ exp(a).
exp(b)  exp(b)
3. Admis en premicre générale (la démonstration se fait par récurrence). o



II Nombre e et notation exponentielle

Définition
L’image de 1 par la fonction exponentielle se note e, c’est-a-dire exp(1) = e.

Remarque
e~ 2.71828.

Remarque
D’aprés la propriété ci-dessus, pour tout entier n,
exp(n) = exp(l x n) = [exp(1)]" ="

On généralise cette écriture a tout réel x.

Définition (Notation)
Pour tout x réel, on note e I'image de x par la fonction exponentielle : exp(z) = e”.

Avec la nouvelle notation, les propriétés déja vues s’écrivent

Propriété
1. La fonction x — e” est dérivable sur R, et sa dérivée est elle-méme.

2. e%=1.
3. Pour tout ¢ € R, e* > 0.
4. Pour tous réels a et b, et pour tout entier relatif n :

(a) ¥t =e® x b

1

b) e %= —.
(0) e =L
a—b_ea
(c) e* 0 = 5

(d) (e?)" = em.

Théoréme (équation et inéquation)
Pour tous réels a et b,

1. e® = ¢’ équivaut & a = b.

2. €% < eb équivaut 4 a < b.

Démonstration
1. Sia = b, alors e* = .
e(l
Réciproquement, si e = ¢?, alors Pl 1, soit e~ = 1.
Or, la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, avec e? = 1.
Donc a—b=0.

En effet, si on avait a — b < 0, on aurait €% < %, ce qui n’est pas.
De méme, si on avait a — b > 0, on aurait ¢~ > ¢, ce qui n’est pas.
Donca—b=0,a=0.
2. Sia < b, alors, comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, e® < e? .
Réciproquement, supposons que e < e’.
Si on avait a > b, toujours via la croissance de la fonction exponentielle sur R, on aurait e* > e,
contradiction.
Donc a < b. 0



Exercice 3 (corrigé)
Application & la résolution d’équations et d’inéquations :
1. Résoudre dans R I'équation e+ = 3773,
Rédaction a l'aide du symbole d’équivalence <.
et =3 o2+ 1=3r-3 <=4
L’équation admet une seule solution qui est 4.
2. Résoudre de méme l'inéquation 0@ < ot
P cetorcdoer?-4<0s (z—2)(z+2)<0.
Le trindme 22 — 4 = (z — 2)(x + 2) est positif (signe de "a") a I'extérieur des racines qui

sont —2 et 2.

Donc 22 —4 <0 &z €] — 2;2[.

L’ensemble solution de cette inéquation est S =] — 2;2][.
Remarque

En particulier, comme e? = 1, il vient :
e*>1ssizx>0ete’ <1ssiz<O.
III Etude de la fontion exponentielle

On a vu que pour tout z € R, exp’(z) = exp(x) > 0.
La fonction exponentielle est donc strictement croissante sur R.

T |—00 0 —+00
exp’ + 1 +
+00
exp 1 —
0o —

Courbe représentative
On rappelle que exp(0) =1 et exp(1l) = e ~ 2,718.
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IV Fonctions z — ¢+ lien avec les suites géométriques

Propriété
Soient a et b deux réels, et f la fonction définie sur R par f(z) = ¥+
Alors f est dérivable sur R et pour tout = € R, f'(z) = ae®®*?.

Démonstration

On utilise la propriété déja vue sur la fontion f définie par f(z) = g(ax 4+ b) ot g est une fonction
dérivable. Ici, g(z) = e*.

f'z) = a x ¢'(ax + b) = ae®** car la dérivée de la fonction exponentielle est elle-méme. o

Exercice 4 (corrigé)

Dériver les fonctions.
1. A(z) =e* ™, Alz) = -1
2. B(x) = beltz+m, B'(x) =5 x 10e!%+™ = 50e!0s+

Etude des fonctions z — @, k # 0.

Soient k un réel non nul, et f la fonction définie sur R par f(x) =e
Pour tout = € R, f'(z) = ke*®.

Donc, si k > 0, alors f’ > 0 sur R et f est strictement croissante sur R.

Au contraire, si k < 0, alors f/ < 0 sur R et f est strictement décroissante sur R.

kx

Propriété (fonctions = +— ek®)
Si k > 0, la fonction z — €** est strictement croissante sur R.

Si k < 0, la fonction z — €*® est strictement décroissante sur R.

Remarque
On a toujours f(0) =1 (quel que soit k).

Représentation graphique pour k= —1et £k =0,3

-\

[\

Propriété (lien avec les suites géométriques)
Pour tout a € R, la suite de terme général e™* est géométrique, de raison e®.

Démonstration

Soit a € R, posons, pour tout n € N, u,, = ™.

Pour tout n € N, 1,41 = et = gnata — gna o0 — o0 x gy

Donc (u,) est la suite géométrique de raison q = e, et de premier terme ug = e = 1. o



Remarque
1. La représentation graphique d’une suite arithmétique est un nuage de points (alignés)
situés sur une courbe de fonction affine.

2. La représentation graphique d’une suite géométrique est un nuage de points situés sur
une courbe de fonction exponentielle.
Lorsque a < 0, la raison ¢ = e® vérifie 0 < e* < 1, et la suite géométrique (e"*) est
strictement décroissante.
Lorsque a > 0, on a ¢ = e > 1 et la suite géométrique (e"*) est strictement croissante.

Illustration
Représentation graphique de la suite (e¥4").
La raison est ¢ = e¥4 ~ 1,4918 > 1. La suite est strictement croissante.
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Représentation graphique de la suite (e*0'7”).

La raison est ¢ = e %7 ~ 0.4966. Comme 0 < ¢ < 1, la suite est strictement décroissante.
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