Correction du controle n° 7

Exercice 1

Dans le métro, il y a 9 % des voyageurs qui fraudent. Chaque jour, & la station
Alesia, on controle 200 personnes. Soit X la variable aléatoire qui représente
le nombre de personnes qui fraudent sur ces 200 personnes. On admet que X
suit une loi binomiale. On arrondira les probabilités & 10~4

1. Sans justifier, donner les parametres de cette loi.
X suit la loi binomiale Z(200; 0, 09).

2. Exprimer et puis calculer P(X = 21).

200
P(X =21)= (21 )0,09210,9120021 ~ 0,0705.

3. Calculer P(10 < X < 20).
P10 < X €20)=P(X €£20)— P(X <£9)~0,7263.
4. Quelle est la probabilité de signaler au moins 15 fraudeurs?
P(X >15)=1-P(X < 14) = 0,8042.
La probabilité de signaler au moins 15 fraudeurs est d’environ 0,8042.

5. En moyenne, combien de personnes seront signalées en fraude 7

E(X)=np=200x 0,09 = 18.
En moyenne, on signale 18 fraudeurs par jour.

6. Si le prix du ticket est de 1,70 euros, quel doit étre le montant de
I’amende pour que ’établissement régissant le métro ne perde pas d’ar-
gent a cause de la fraude, sachant qu’il y a 5000 voyageurs chaque jour
dans cette station.

5000 x 0,09 = 450.

Il y a en moyenne 450 fraudeurs par jour a cette station.

450 x 1,7 = 765.

Comme le prix d’un billet et de 1,7 euro, le manque a gagner pour la
compagnie est de 765 euros.

D’apres la question précédente, en controlant 200 personnes, on ren-
contre en moyenne 18 fraudeurs.

765
Pour ne pas perdre d’argent, le montant de 'amende doit étre de 42,5
euros.

Exercice 2

Le directeur sportif d’un club de football professionnel souhaite recruter un
joueur pour la saison a venir. Il recherche un attaquant qui marque au moins
un but par match 7 fois sur 10.

Il rencontre un agent de joueur qui lui propose Diego dont il gere la carriere.
Lors de la saison précédente, Diego, qui se trouvait dans un autre club, a
marqué au moins un but dans 20 matchs sur les 38 journées de championnat.
On fait I’hypothese qu’il marque au moins un but par match 7 fois sur 10. On
note X la variable aléatoire qui compte le nombre de matchs ou il marque au

moins un but dans la saison (soit sur les 38 matches joués). On admet que les
performances sont indépendantes d’un match a I'autre.

1. On répete 38 épreuves de Bernoulli indépendantes de parametrep = 0,7
(on considere que le "succes” est que Diego marque au moins un but).
La variable X qui compte le nombre de matchs ou Diego marque au
moins un but suit la loi binomiale %(38;0, 7).

2. Le plus petit entier a tel que P(X < a) est a = 21.
En effet, P(X < 20) ~ 0,018, et P(X < 21) ~ 0, 039.
Le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975 est b = 32.
En effet, P(W < 31) ~ 0,964, et P(X < 32) ~ 0, 986.

a 21

— = —~0,55.

PoB

—=—=0,84.

n 38 ’

Un intervalle de fluctuation des fréquences au seuil de 95% est I =
[0,55;0, 84].

3. Au regard des résultats de Diego la saison précédente, quelle sera la

décision du directeur sportif?
20

f= 33 ~ 0,53 ¢ 1.

On peut rejeter 'hypothese selon laquelle Diego marque au moins un
but par match 7 fois sur 10, avec un risque d’erreur d’environ 5 %.

Le directeur sportif devrait choisir de ne pas le recruter.

25
4. f:§%0,6561.
Dans ce cas, on ne peut pas rejeter I’hypothese selon laquelle 'atta-

quant marque au moins un but par match 7 fois sur 10.
Le directeur sportif peut donc envisager de recruter un tel attaquant.

Exercice 3

Jimi met de ’argent de coté pour acheter une guitare qui cotite 1500 euros.
Le 1°* janvier 2015 il dépose 30 euros. Le premier jour de chaque mois, il fait
un nouveau dépot de 12 euros de plus que le mois précédent. On note u; = 30,
et pour tout n > 1, u, le montant déposé le n® mois a partir de décembre
2014.

1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.
Pour tout n € N, up4+1 = un + 12.
Donc la suite (u,,) est arithmétique de raison 12.
Pour tout n > 1, up, =u1 + (n — 1)r =30+ (n — 1) x 12.
2. Calculer uq2 et interpréter le résultat en précisant le mois correspon-
dant.
Le ler décembre 2015, il dépose la somme de 162 euros.

3. On note C), le capital accumulé par Jimi le n® mois. Ainsi, C; = 30
pour le mois de janvier 2015.



(a) Déterminer 'expression de C,, en fonction de n.

C, = uitus+---+u,
(ur 4+ up) X n
2
[B0+30+ (n—1)x12] xn
2
(48 4+ 12n)n
2
= (24+6n)n
= 6n%+424n

(b) Déterminer & quelle date il pourra acheter la guitare.
On cherche le plus petit entier n tel que C), > 1500.
On résout I'inéquation 622 4+ 242 — 1500 > 0.
En simplifiant par 6, 2 + 4z — 250 > 0.
A = b% — dac = 1016.
-b— VA
T = “b-VA ~17,93.
2a\/_
—b A
‘57 ~ 13,93

a
Le trinéme est positif (signe de a) a lextérieur des racines.

ro =

x —0o0 X1 2 —+00

2% + 4z — 250 + 0 - 0 +

Le plus petit entier n pour lequel 612 4 24n > 1500 est donc n = 14.
Le mois d’indice 14 est le mois de février 2016.
Il pourra acheter la guitare en février 2016.

Exercice 4
Soit (uy,) la suite définie par ug = 6 et pour tout n € N, u, 1 = —0.75u, + 7.

1. Calculer u1, us et us. La suite (u,) est-elle arithmétique? Est-elle
géométrique ? Justifier.

u1:—0.75xu0+7:—1><6+7:§:2.5.
15 41
u2:—0.75><u1+7:—§+7:§:5.125.

101

U — Ug = 2.5 —6=-3.5.
U2 — Ul = 2.625 }é Uy — Ug-

‘ Donc la suite (u,,) n’est pas arithmétique. ‘

— =" = = ~0416
Ug 56125 12

u2 .

— = ——— ~2.05.

U1 2.5

‘Donc (un) n’est pas non plus géométrique. ‘

2. On considere la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par
Uy, = Uy — 4.

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme.
Soit n € N.

Untl = Upt1l+ 4
= —0.75u,+7—4
= —0.75u,+3

3

—0.75(up — 4)
= —0.75x v,

Donc (vy,) est une suite géométrique de raison —0.75.
UOZUO—4:6—4=2.

(vn) est la suite géométrique de raison —0.75 et de premier terme
Vo = 2.

(b) Exprimer v, en fonction de n.

Indication : on aura trouvé que la suite (v,) est géométrique de raison
—0.75.
Pour tout n € N, v, = vy X q".

‘Donc pour tout n € N, v, =2 x (—0.75)". ‘

(¢) En déduire que pour tout n € N,
Up =2 X (—0.75)" 4 4.
Comme pour tout entier n, v, = un — 4, on a U, = v, + 4.
‘Pour tout n € N, up =2 x (—0.75)" + 4. ‘

3. Pour tout n > 1, on note S, et S}, les sommes suivantes :

Sn:’Uo—i-Ul—F...—i-Un,l
S;ZZUO—F’U,l—F...—Fun,l

(a) Exprimer S,, en fonction de n.
Sy, est la somme des n premiers termes de la suite géométrique (vy,)



(I'indice va de 0 a n — 1, d’out n termes).
Ainsi, pour tout n € N,

mn

1—¢
1—¢
1—(=0.75)"
1 —(=0.75)
- 1—(—0.75)
1.75
8

= 1= (~0.75)")

5% = Py X

= 2X

1

3

(b) Montrer que pour tout n >
8
S, = = [1—(—-0.75)"] + 4n.

On rappelle que pour tout entier k, uy = v + 4.

n—1
S;l = ULk

k=0
n—1

= Z(Uk+4)
k=0
n—1 n—1

= Ve + 4
k=0 k=0

= 2[1—(—0.75)"]+4+4+...+4

n fois

8 n

= (1= (-0.75)" +4n

()

(d) On admet que la suite S/, tend vers +o0o. En utilisant la calculatrice,
déterminer le plus petit entier ng tel que S;, > 100.
Si:1m==6.

Algorithme de seuil

1 =+ N

6 — S

Tant que S < 100
N+1—=+ N

g [1—(=0.75)N] +4N — S
Fin Tant que

Afficher N

‘ On trouve ng = 25. ‘

Exercice 5 (Bonus : 2 points)

Une urne contient dix boules rouges et dix boules bleues.
Soit m un entier supérieur ou égal a 2.

On tire successivement et avec remise n boules de 'urne.
On considere les événements suivants :

A : < On obtient des boules des deux couleurs >

B : < On obtient au plus une boule rouge >

Quel est le plus probable des événements A et B ?

On posant X la variable qui correspond au nombre de boules rouges sur les n
tirages, X suit la loi binomiale de parametres n et p = 0, 5.
Onaalors A=(1<X <n—-1).

P(A) = 1-[P(X = 0)+ P(X =n)] = 1— K%)n+ (%ﬂ —1-2x (%)n

1
P(B) = P(X < 1) = P(X = 0) + P(X = 1) = (5 rnx (1) -
(n+1) x 1"
5) -
Ainsi,
P(A) > P(B)
1\" 1\"
Q) ()
1 n
I > (n+3)x (5)
En s’aidant de la calculatrice, pour n > 2, on observe
n 2 3 4 5 6 7

1 U
(n+3)><<§> 1,25 | 0,75 | 0,4375 | 0,25 | 0,14 | 0,07

1 n
En posant v, = (n + 3) x <§> =

décroissante et converge vers 0.
Montrons qu’elle est décroissante.

n—+3

T il semble que la suite (v,) soit

n+4 n+3 n+4-2n+3)

On a, pour tout entier n, v,41 — v, = il ogn il

—-n—2

Pour tout entier n, v,11 — v, < 0 et la suite (v, ) est bien décroissante.
Comme vy = 1,25 et v3 = 0,75, et (v,) est décroissante, on peut affirmer que
tout n > 3, v, < 1, soit P(B) < P(A).

Donc I'événement A est le plus probable, sauf pour n = 2.



