Chapitre 2 : Généralités sur les fonctions

I Ensemble de définition, courbe représentative

Définition

Une fonction f définie en x € R associe &  un unique nombre noté f(z). L’ensemble
de définition d’une fonction f est 'ensemble de tous les nombres réels pour lesquels f(z)
existe.

Exercice 1

1
Rechercher ’ensemble de définition de la fonction f : = +— Vo 4+2 4+ ——

x—1
Remarque

Deux fonctions f et g sont égales lorsqu’elles ont méme ensemble de définition (D = D,)
et que pour tout = € Dy, f(z) = g(z).

Exercice 2 22—
Les fonctions f(x) =x +3 et g(z) =
x

sont-elles égales ?

Définition

On se place dans un repere du plan.

Soit f une fonction définie sur une partie D de R.

La courbe représentative de f, notée € , est I’ensemble des points M (x;y) du plan tels
que:z € Dety= f(x).
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IT Variations



Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est croissante sur I lorsque pour tous x1, xo € [

si x1 < o, alors f(x1) < f(z2).

En d’autres termes, les images de deux nombres de I sont rangées dans le méme ordre que
les deux nombres.
On dit que f est décroissante sur I lorsque pour tous x1, xo € [

si k1 < g, alors f(x1) = f(z2).

En d’autres termes, les images de deux nombres de I sont rangées dans l'ordre contraire
des deux nombres.

Remarque
Avec l'inégalité stricte f(x1) < f(x2), f est strictement croissante sur 1.

Exercice 3
Déterminer les variations de z + x2 — 62 sur | — oo; 3] et [3; +ool.

IIT La fonction racine carrée

Définition
La fonction racine carrée est la fonction définie sur [0; +oo[ par f(z) = v/z.

Théoréme
La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +o0|.

Démonstration (au programme)
Soient a, b € [0; +o00[. Supposons que a < b.

a—vb)(Va+ Vb
Fla) - £(b) = ya - Vi = WAL VD)

Va+ b

(va) = (vVb? _ a—b

Va+ b Va+ Vb
Par hypothese, a < b, donc a — b < 0.
11 est clair que v/a + Vb > 0 par somme de deux nombres positifs (b > 0).
Ainsi, d’apres la regle des signes, f(a) — f(b) < 0, soit f(a) < f(b).
Ainsi, pour tous a, b € [0; 00|, si a < b alors \/a < v/b.
Donc la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +o0[. O

fla) = f(b) =



Exercice 4
Déterminer I'image d’un intervalle par la fonction racine carrée : ressource 927

Exercice 5
Etudier les positions relatives des courbes des fonctions définies par f(z) = x, g(z) = 22,
et h(x) = y/x. Justifier par le calcul.

Propriété
Sio<z<1,alors 22 <z < /o
Siz>1,alors /z <z < 22

Démonstration (au programme)

1. Si 0 < z < 1, alors, en multipliant membre & membre par x > 0, il vient 2% < z.
Comme la fonction racine carrée est croissante sur [0; +oc[, on en déduit que Va2 < v/z.
Or, lorsque =z > 0, V#2 = z. On a donc montré que z < /7. Donc, pour tout x tel que
0<z<1l,onaz?<z< 4z
Note : de facon générale, pour tout z € R, Va2 = |].

2. Si z > 1, alors, en multipliant membre & membre par z > 0, il vient 22 > .
Comme la fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo[, on en déduit que Va2 > VT,
soit x > /.
Finalement, lorsque > 1, on a /7 < = < 22 -

IV La fonction valeur absolue

Définition .
. o z, siz=0
La fonction valeur absolue est définie sur R par : |z| = .
x, six<O0
Exemple :

15/ =5, et | -7 =7.

Exercice 6
Calculer | — 1 — 7|, |24+ V5|, |3 — 7


http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/fonctions/reference/reference3.jsp

Remarque
Une valeur absolue est toujours positive ou nulle.

Exercice 7
Exprimer sans valeur absolue |z + 3|, et | — 2z + 28|.

Propriété (Courbe représentative)
Par définition, la fonction valeur absolue est affine par morceaux.
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Propriété
1. Pour tous réels z et y, |z| = |y| ssi (z =y ou z = —y).
2. Pour tous réels k et x, |kx| = |k| x |z|.

Propriété (lien avec la distance)
1. On peut également définir la valeur absolue d’un nombre par sa distance a zéro :
pour tout z € R, |z| = d(z;0).

2. Pour tous réels a et b, d(a;b) = |a — b|.

Remarque

On fait ici un abus de langage puisqu’on confond un nombre et le point qui le représente
sur la droite graduée. On retiendra que la valeur absolue permet de décrire facilement la
distance en deux nombres réels.

Exercice 8
1. Résoudre dans R I'équation |z — 5| = 1.
2. Résoudre dans R I'inéquation |z + 3| < 4.
3. Résoudre dans R l'inéquation |z + 1| > 6.

Théoréme (Inégalité triangulaire)
Pour tous réels x et vy,

| 2] =1yl | < la+yl < 2] + lyl-

Démonstration
En devoir maison.



Remarque
Attention, de fagon générale, |z + y| # |x| + |y|.
Plus précisément, |x + y| = |z| + |y| ssi = et y sont de méme signe.

Exercice 9 (syntheése)
Déterminer I'image d’un intervalle par une fonction de référence : ressource 928

V Opérations sur les fonctions

Définition
Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble D. Soit k£ un nombre réel .
On peut alors définir de nouvelles fonctions sur D :
e (f+k)iz— flx)+k
(f+9):z— fz)+9(x)
o (kf) iz —kx f(x)
(fg) : x> f(z) x g(x)

Si g ne s’annule pas sur D, on peut également définir les fonctions :

()
e =) i ——.
g g(x)

: (i) ey A

g 9(x)

Exemple :
Soient f et g les fonctions définies sur R par f(z) = 2z — 1 et g(z) = 2% — 2.
L’expression de la fonction u = —4f est u(z) = ...

L’expression de la fonction v = f X g est v(z) = ...

Théoréme (Opérations et sens de variation)
Soient f et g deux fonctions monotones sur un intervalle I. Soit k£ un réel.
o [+ k est monotone sur I, de méme sens de variation que f,
« Si f et g sont croissantes sur I, alors f + g est aussi croissante sur I,
« Si f et g sont décroissantes sur I, alors f + g est aussi décroissante sur I.
« On suppose k # 0.
La fonction kf est monotone sur [ :
— de méme sens de variation que f si k > 0,
— de sens contraire si k < 0.

Démonstration
On se limite a quelques points du théoreme, les autres cas se montrent de facon analogue.

1. f+k, avec f décroissante sur I.
Soient a, b appartenant & I, supposons a < b.
Comme f est décroissante sur I, f(a) > f(b).
En ajoutant une constante membre & membre, le sens de l'inégalité est conservé, donc
fla)+k > f(b) + k.
Donc la fonction (f + k) est décroissante sur 1.


http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/pi/fonctions/reference/reference3r.jsp?alea=/webMathematica/pi/fonctions/reference/synthese1.jsp

2. f+ g avec f et g croissantes sur I.
Soient a, b appartenant & I, supposons a < b.
Comme f est croissante sur I, f(a) < f(b).
De méme, comme g est croissante sur I, g(a) < g(b).
En additionnant membre & membre, il vient f(a) + g(a) < f(b) + g(b).
Donc (f + g) est croissante sur I.
3. kf, avec f décroissante sur I et k < 0.
Soient a, b appartenant & I, supposons a < b.
Comme f est décroissante sur I, f(a) = f(b).
En multipliant par k < 0, 'inéglité change de sens, donc k x f(a) < k x f(b).
Donc la fonction (kf) est croissante sur I. O

Exercice 10
On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction f.

x | =3 2 11

7
f(z) e G
1 4

1. Donner le tableau de variation de la fonction u = f — 5

2. Donner le tableau de variation de la fonction v = —2f

Exercice 11
1. Déterminer les variations de  — 22 + 5/ sur [0; 4+o0].

3
2. Déterminer les variations de z — — — 2z + 1 sur ]0; +o0].
x

Remarque
On ne peut rien dire en général sur le sens de variation de fg, ni sur celui de f + g lorsque
f et g n’ont pas le méme sens de variation.

1
Théoréme (1/u et —)
u
Soit v une fonction monotone définie sur un intervalle 1.

1. On suppose que pour tout x € I, u(z) > 0 (ainsi la fonction = — /u(z) est bien
définie sur I).

Alors la fonction y/u est monotone sur I, de méme sens de variation que u.

2. On suppose que la fonction u ne s’annule pas sur I et garde un signe constant.

Alors la fonction — est monotone sur I, de sens de variation contraire a celui de u.
U

Démonstration
1. On se limite au cas ou u est croissante sur I.
Soient a, b appartenant & I, supposons a < b.
Comme u est croissante sur I et prend des valeurs positives, 0 < u(a) < u(b).

En appliquant la fonction racine carrée qui est croissante sur [0; +oo[, on a donc /u(a) < /u(b).

Donc la fonction /u est croissante sur I.

2. En exercice. o
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