Chapitre 5 : Généralités sur les suites.
Notion de limite

I Généralités

Définition
Une suite numérique (on dit aussi une suite réelle) est une application de N dans R.
. N — R
Notation : (uy,) :
no— Uy,

Le nombre réel u, est appelé terme d’indice n de la suite (uy,).

Remarque (importante)
Il y a notamment deux fagons de définir une suite réelle :

Par son terme général : il y a une formule qui donne u, en fonction de n :
Exemple : pour tout n € N, u,, = n?.
Alors, ug =0, uy = 1, up = 4, uz3 = 9 ete.
Par récurrence : il y a une formule qui permet de passer d'un terme de la suite
au terme suivant. Autrement dit, on a relation du type u,11 = f(u,).
Il suffit de donner alors la valeur du premier terme pour que la suite soit
entierement définie.
Exemple : On donne ug = 3 et la relation u,, 1 = u, — 2.
Alors, u1 =ug—2=3-2=1,uy=1—-2=—1, ug = —3, ugy = —5 ete.
Dans tous les cas, la suite peut étre définie seulement a partir d’un certain rang nyg.
Par exemple, la suite (u,) de terme général u,, = /n — 7 est définie pour n > 4.

I.1 Calcul de termes a la calculatrice

Pour une suite définie par son terme général, on peut utiliser le mode fonction et
la table ajusté sur des entiers. Le mode suite est surtout intéressant pour les suites
définies par récurrence.

Calculatrice TT.
On passe en mode, suite.

Pour définir la suite, on va dans | f(x)|.

nMin est I'indice du premier terme : 0 si le premier terme est wy.

u(n) : expression qui peut dépendre de n, et/ou du terme précédent u(n — 1).
u(nMin) est le premier terme (on ne met rien pour une suite définie par son terme
général).

On affiche le tableau de valeurs dans (éventuellement a paramétrer via
deftable)



II Comportement global d’une suite

II.1 Suite croissante, suite décroissante

Définition

Soit (u,) une suite de nombres réels. On dit que :
— la suite (u,,) est croissante lorsque pour tout n, w, 41 = Uy,
— (uy) est décroissante lorsque pour tout n, U, 11 < Uy,
— (uy,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Exemple : la suite (u,)nen de terme général u,, = /n est croissante.
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Techniques d’étude
— Si l'on connait le terme général de la suite : u, = f(n), alors (u,) a le méme
sens de variation que f sur [0; +o0],
— On peut former la différence w, 1 — u, et étudier son signe :
Pour tout n € N, u, 1 — u,, > 0 équivaut a (u,) croissante.
Pour tout n € N, w11 — u, < 0 équivaut a (u,) décroissante.

— Dans le cas des suites a termes strictement positifs, on peut former le quo-
Un+1

Unp,

tient et le comparer a 1 (utile lorsqu’il y a des puissances).

Unp+1

U,
Unp+1

Unp

Si pour tout n € N,

> 1, alors (u,) est croissante.

Si pour tout n € N, < 1, alors (u,) est décroissante.

Exercice 1
Etudier le sens de variation des suites suivantes :

1. u, =n®—9n?

2. (U,) est définie par Uy = 2 et pour tout n > 0, U, 1 = U, —n?

L
3. v, = 3 (définie pour tout n > 0).
Remarque
Il existe des suites qui ne sont ni croissantes ni décroissantes (méme a partir d'un
certain rang).



Par exemple, la suite (u,) de terme général u, = (—1)" n’est ni croissante ni
décroissante.

En effet, si n est pair u,, = 1, et si n est impair u, = —1.

Il n’existe donc aucun rang Ny pour lequel on ait w,1 > u, pour tout n > Nj.

De méme, il n’existe aucun rang Ny pour lequel on ait u,11 < u, pour tout n > Nj.

I1.2 Suite majorée, suite minorée

Définition

On dit qu’une suite (u,) est majorée s'il existe un nombre M tel que pour tout
entier n on ait u, < M (le nombre M est un majorant de la suite).

On dit qu’une suite (u,) est minorée s’il existe un nombre m tel que pour tout entier
n on ait u, = m (m est un minorant de la suite).

Une suite qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Remarque
Toute suite croissante est minorée par son premier terme.
Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.

Exercice 2 An— 1
Montrer que la suite (u,,) définie par u,, = est croissante et majorée par 4.
n

+3
En déduire que (u,) est bornée et donner un encadrement de u, valable pour tout

n € N.

III Représentation des suites définies par récurrence
Up+1 = f(un)

ug donné

Cadre : on s’intéresse aux suites (u,) définies par récurrence :
Unt1 = [(un)

II1.0.a Premier exemple :

ug =4
Unpt1 = \/U_n
Dong, f(x) = y/x. On représente la fonction f et on trace la droite d’équation y = .
On place les termes de la suite (u,) sur I'axe des abscisses.
La droite d’équation y = x permet de reporter une meéme valeur de 'axe des or-
données vers ’axe des abscisses.

Soit (u,) la suite définie par {
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On peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante, bornée (1 < w,
qu’elle converge vers 1.

I11.0.b Deuxieme exemple :

1
Ug = =
Soit (u,) la suite définie par 2 1
un+1:1+_
Unp
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On peut conjecturer que la suite (u,) n’est ni croissante ni décroissante.

On retiendra deux allures classiques :
— la forme en escalier lorsque f est croissante sur [0; 00,
— la forme en spirale lorsque f est décroissante sur [0; +o0].



IV Notion de limite. Recherche de seuil

IV.1 Suite convergeant vers un nombre réel /

Définition

Soient (u,) une suite numérique et ¢ un nombre réel.

On dit que (u,) admet pour limite ¢ (ou converge vers ¢) lorsque tout intervalle
ouvert contenant ¢ (aussi petit soit il) contient tous les termes de la suite a partir
d’un certain rang.

On note alors lim u,, = £.

Illustration :
Le graphique ci-dessous représente une suite (u,,) qui converge vers ¢ = 4.
L’intervalle ouvert contenant 4 est ici |3, 7;4, 3.

J
197 15 6 T 8 0 1 "
Remarque

Il est inutile de préciser n — +o0 car c’est toujours le cas dans ce chapitre.

On note simplement lim u,, = ¢ pour désigner lim wu, = /.
n—-+o0o

Théoreme
Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Remarque

Il existe des suites qui ne sont pas convergentes (on dit alors divergentes).
Exemple : la suite définie par u,, = (—1)" n’a pas de limite.

Les suites (cosn) et (sinn) n’ont pas de limite. Elles sont divergentes.

Exemple :
1 1 1 . . ‘o Ny s .
— ], | —= ], | — ] ou k est un entier supérieur ou égal a 1 sont des suites conver-

n Vn nk

geant vers 0.



IV.2 Suites ayant une limite infinie

Définition

On dit que la suite (u,) a pour limite 400 (ou diverge vers +00) si tout intervalle
du type [A; +o0[ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On note alors lim u,, = 40o0.

On dit que la suite (u,) a pour limite —oo (ou diverge vers —oo) si tout intervalle

du type | — 0o; A] contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
On note alors lim u,, = —occ.

Exemple :

Avec la suite de terme général u,, = n?, limu,, = +o0.

lim \/n = +o0.

Recherche de seuil lorsque ’on conjecture que la suite diverge vers +oo :
Considérons la suite (u,,) définie par u, = n?.
Il est clair que (u,) est croissante (car la fonction z — x? est croissante sur [0; +00).
On cherche le plus petit entier N tel que pour tout n > N, n? > 107,
— Mséthode 1 : on résout I'inéquation n? > 107
Comme n est un entier positif, cela implique n > v/107 ~ 3162, 3.
Le plus petit entier qui convient est donc N = 3163.
Parfois, on sera confronté a des inéquations qu’on ne sait pas résoudre, et il
faudra se tourner vers la méthode 2.
— Méthode 2 : a I'aide d'un algorithme.
DEBUT
n prend la valeur 0
U prend la valeur n
Tant que U < 107,
n prend la valeur n + 1
U prend la valeur n?

2

Fin Tant que Afficher n

FiNn

Exercice 3
Considérons la suite (u,,) définie pour tout entier n € N par u,, = n X /n.

1. Montrer que (u,,) est croissante.

2. On admet que lim u,, = +o0.
Ecrire un algorithme qui renvoie le plus petit entier ng tel que pour tout
n = ng, u, = 10* (voir livre page 115).

3. Programmer l'algorithme & la calculatrice et donner la valeur de ng!.

1. On doit trouver ng = 465
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