Chapitre 1 : Second degré

I Activité d’introduction

Exercice 1 (avec un algorithme)
On considére 'algorithme suivant donné sous la forme d’une fonction en langage
Python :

def f(x)
a=x+2
b=x-6
y=a*b
return(y)

1. Montrer que si l'on entre 8, le nombre affiché en sortie est 20.

2. Quelle est l'expression de la fonction associée a cet algorithme? On note f
cette fonction.

3. Etudier si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier.
(a) "l'algorithme renvoie un résultat toujours positif ou nul",
(b) "f est croissante sur R",
4. Etudier le signe de f sur R.
5. (a) Verifier que pour tout = € R, f(z) = (z — 2)? — 16.
(b) En déduire que f admet un minimum de —16 et préciser en quelle valeur
il est atteint.

Propriété (forme canonique simplifiée)

Soit f une fonction trinome du second degré définie sur R par f(x) = ax?® + bx + c,
avec a, b, et c réels, a # 0.

Il existe des réels a et § uniques tels que pour tout € R,

f(z) =a(zr — a)? + 6.

Cette expression est appelée la forme canonique de f.

Dans un repére orthogonal du plan, la courbe représentative de f est une parabole
de sommet le point S(a; ).

La parabole est orientée vers le haut si et seulement si a > 0.

La parabole est orientée vers le bas si et seulement si a > 0.

Exercice 2 (exploiter la forme canonique)
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le tableau de variation puis ré-
soudre l'équation f(z) = 0.

1. Pour tout z € R, f(z) =2(x — 5)* + 1.

2. Pour tout x € R, f(z) = (z+7)? - 9.

1
3. Pour tout x € R, f(z) = —a(x —1)2-6

Exercice 3 (mise sous forme canonique)
Mettre sous forme canonique les fonctions suivantes :

1. Pour tout z € R, f(z) = 2* — 10z + 1.
2. Pour tout x € R, g(x) = 222 — 24x — 3.
3. Pour tout x € R, h(z) = 22 + 3z — 4.



II Forme canonique

Définition
Une fonction f est une fonction polynéme du second degré (ou trindéme du second
degré) §'il existe des réels a, b, et ¢, avec a # 0, tels que :

pour tout z € R, f(z) = az® + bz + c.

On dit que a, b et c sont les coefficients de f.

Exemple :

Soit f la fonction définie qur R par f(x) = 32% — 6x + 1.
Les coefficients sont a = 3, b = —6, et ¢ = 1.
Remarque

La fonction carré, définie par f(x) = 22 est une fonction du second degré.
Les coefficients sont a =1, b =0, et ¢ = 0.

........................................

Définition (et théoréme)

Pour toute fonction polynéme du second degré f(z) = ax® + bx + ¢, il existe des
réels o et B uniques tels que, pour tout x € R, f(z) = a(z — a)* + 3.

L’écriture f(z) = a(z — «)? 4+ 3 est appelée la forme canonique de f.

Démonstration
La démonstration est a la fin du paragraphe. o

Exercice 4
Reconnaitre les coefficients a, o et 3 dans les formes canoniques suivantes :

L f(x)=T(x—-3)*+4
2. g(z) =—(x+6)*+2



canonique (a # 0, et o, f € R).
Sia > 0, alors

T |—o0 (6] +00

f@)] , e

Théoréme (Tableau de variation)
Soit f(z) = a(x — a)* + B une fonction du trindme du second degré sous forme

Sia <0, alors

T |—o0 (6] +00

f@| 7 ’ N

Démonstration

Cas o a > 0.

Montrons que f est décroissante sur
| — o005 al.

Soient u,v €] — o0; .

Supposons u < v.

On adonc u < v < a.

Ainsi, u —a...v —a...0.

Donc (u — a)?... (v —a)?

En multipliant par a > 0, il vient :

a(u—a)?. .. alv—a)?

En ajoutant une constante (/3), le sens
de I'inégalité est conservé.

Cas o a < 0.
Montrons que f est croissante sur
| — o005 .

Soient u,v €] — oo; a.
Supposons u < v.

On a donc u < v < «a.
Ainsi, u —a...v —a...0.

Donc (u — a)?... (v —«a)?
En multipliant par a < 0, il vient :

2

alu—a)”.. 2

ca(v — )

En ajoutant une constante (/3), le sens

Onadonc .........cooovviiin... de I'inégalité est conservé.
Ainsi, f(u)... f(v). Onadonc ...........o.ooooiiiiia..
fest ... ... sur | — 00; Ainsi, f(u)... f(v).
fest. ..., sur | — oo; a
Les deux autres cas qui complétent la démonstration se montrent de fagon analogue.

Exercice 5 (prolongement de ’ex 4)

A partir des formes canoniques suivantes, dresser le tableau de variation de la fonc-

tion.
L flx)=T(x—-3)*+4
2. g(z)=—(x+6)*+2




Démonstration de la forme canonique

Posons f(z) = az® + bz + ¢, avec a # 0.

flz) = a (:c2 n S:H 5)

En posant A = b? — 4ac,

b\ A
f(x)=ua <x+%) )

-b\> -A
f(a:)za(x—%) +Z

A
Ainsi, en posant o = ~3 et f = —qona f(z) =a(r —a)*+ B.
a a
Ceci prouve existence de la forme canonique a(x — ) + 3 et 'unicité de a et f3.

ou encore

Remarque
Le nombre A = b — 4ac est le discriminant de f.

II1 Equation ax?+ bx +c =0, avec a # 0

Définition
Le nombre xy € R est une racine de la fonction f si f(z¢) = 0.

Exercice 6
Déterminer les racines de la fonction f définie sur R par f(z) = —3z% + 7z.

Etude du cas général (démonstration)
On cherche a résoudre I'équation f(x) =0 ou f(x) = az® + bz + ¢, a # 0.

Y
v 2a 4a?
e SiA<O.

Al A >0et |2+ b\ A > 0 donc I'équation f(z) = 0 n’a pas
s —— et lz+—) —— onc =
Ty 2 4a? a P

On part de la forme canonique f(x) =a

a? a
de solution.



e SiA=0.

b\ 2
Alors f(x):a(x+2—a) :

b
2a°
L’équation f(x) = 0 a une unique solution qui est ~50
a

e Si A >0, on peut parler de VA.

(b A
flx) = a <x+%) ]

flz)=0 < x=

) 2
VA
= a <ZE + ;) - (—) (identité remarquable)
a

2a
b VA b VA
- “z*%) (“@‘%)
—b—\/A>< —b+\/A>
= al®r——FF r—— "
2a 2a

L’équation f(x) = 0 a deux solutions réelles :

flz)=0 < <x:_b;7a\/K ou xz%)

Théoréme (Equation azr? 4+ bx + c = 0)
Soit f(x) = ax®+ bx + c.
Posons A = b* — 4ac ("Delta", appelé le discriminant).
e Si A <0, f n’a pas de racine réelle, et on ne peut pas factoriser f(z).

e Si A =0, alors f a une unique racine (double) qui est zq = ~og
a

et f admet la factorisation

f(a:):a(:c+2—ba)2.

e Si A >0, alors f a deux racines réelles distinctes :

_—b=-VA _ b+ VA

rqH=—— ¢ 2z
! 2a 2 2a

On a alors la factorisation

f(z) = alx — z1)(x — z2).

Exercice 7
Résoudre les équations suivantes.

1. 202 -3z +7=0."

1. A = —47 < 0, ’équation n’a pas de solution.



2. 422 —4r+1=0.2
3. 22+ Tx+10=0.3

Remarque

Lorsque le trindme est incomplet, on peut résoudre I’équation du second degré sans

passer par le calcul de A.

Exercice 8 (sans A)
Résoudre les équations suivantes sans calculer le discriminant A.

1. =22+ 72z =04
2. 1322 4+5=0°
3. 222 —11 =06

III.1 Somme et produit des racines lorsque A > 0
On suppose ici que A > 0.
ar® +bx+c = alr—x1)(T — 79)
a (xQ + gx + g) = a [xQ — (x1 + 20)z + xlxg]

Par identification :

T+ T2 = ——
a

1 X Ty = —
a

Théoréme (Somme et produit des racines)

c
leur produit est —.
a

les racines du polynéme x? — Sz + P.

1. Si le polynéme ax? + bz + ¢ a des racines (i.e. A > 0), leur somme est —— et

a

2. Deux nombres ont pour somme S et pour produit P si et seulement si ce sont

Remarque

Le second point fournit une méthode pour trouver deux nombres dont on connait la

somme et le produit.

Exercice 9

Existe-t-il des rectangles dont le périmétre mesure 22 cm et l'aire 24 cm?? Les-

quels ?”
. . . 1
2. A =0, ’équation a une solution qui est —.
3. A =9, puis on trouve S = {—5; —2}.
4. S={0;7}
5. 5 =& (vide)
6. S — {72\éﬁ_ 2\éﬁ}
7. S=11, P =24, 22 — 11z 4+ 24 = 0 : les seules dimensions possibles sont 8 et 3.




IV Signe de az? +bx +c, a # 0

Soit f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0.

b\ A
On repart de la forme canonique f(z)=a |lz+ — ) ——
2a 4a?
e SIA<O
ar’ +br+c=a :c—iri Q—A
N 2a 4a?
b\ 2
— | —— d’ou :
avec (ZE + 2@) 12 > (0 d’ou
x —00 +00
ax® +bxr + ¢ signe de a
e SiA=0
2
5 b
ax +bx+c:a<x+—)
2a
b
x —00 —— 400
2a
b 2
(a: + —) + 0 +
2a
ar® + br + ¢ signede a ( signe de a
e SIA>0
ar® +br 4 c = a(x — z1)(x — 13)
—b— VA b+ VA
avec 11 = —— et xpg= ———.
2a 2a
Dans le cas® ol 21 < 22, on a
T —00 Ty T2 +00
T — I — 0 + +
T — T3 - - 0 +
(x — 1) (x — x2) + 0 - 0 +
a(x —z1)(x — x3) signe de a (0 signe de (—a) 0 signe de a

Théoréme (Signe du trinéme)

signe de (—a) entre les racines.

e Si A <0, alors pour tout € R, ax? + bx + ¢ est du signe de a.

b
e Si A =0, alors pour tout = # ~5g ax® + bz + c est du signe de a.
a

e Si A >0, alors az? + bz + c est du signe de a a l'extérieur des racines, et du

8. Sinon, il faut les échanger dans la premiére ligne et adapter le tableau.

7




V  Aspect graphique

Théoréme

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0.

Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de f est une parabole :
— tournée vers le haut si a > 0,
— tournée vers le bas si a < 0.

b A
Son sommet est le point S | ——; —— ).
2a° 4a

La droite d’équation = = = (paralléle & (Oy)) est axe de symétrie de la courbe.
a

Exemple :
Soit f définie sur R par f(z) = 2? — 10z + 23.
Comme a = 1 > 0, la parabole est tournée vers le haut.

b 10
A =0b>—4ac=100—4 x 23 = 8.
e
5=y T4 T T

Le sommet de la parabole est le point S(5; —2).
T /
4

\ [
3

Remarque b
. , ,
1. On peut peut aussi trouver 'ordonnée du sommet en calculant f (——)
a

Sur 'exemple précédent, yg = f(5) = 25 — 50 + 23 = —2.

b
2. Dans la forme canonique f(x) = a(z—a)?*+03, on avait démontré que o = ~ 5
a
A
et p = ——.
p 4a



VI Algorithme d’étude du trindme ax? + bx + ¢

Algorithme TI-82, TI-83

: Prompt A,B,C

: BA2-4AC — D

: Disp "Delta=",D

: If D>0

: Then

: Disp "Deux solutions"

: Disp (-B-+/(D))/(2A)»Frac, (-B+y/(D))/(2A)»Frac

: Else

: If D=0

: Then

: Disp "Une solution"

: Disp (-B)/(2A)»Frac

: Else

: Disp "Pas de solution"

: End

: End

: Pause

: Disp "sommet"

: Disp -B/(2A)»Frac, -D/(4A)»Frac
On affiche de plus les coordonnées du sommet de la parabole.

Algorithme Casio
"A="T7— A
"B="7— B
"C="7— C
BA2-4AC — D
"Delta="

D 4

If D>0

Then "Deux solutions"
(-B-/(D))/(28) 4
(-B+/(D))/ (2A) 4
Else

If D=0

Then

"Une solution"
(-B)/(2A)4

Else "Pas de solution"
IfEnd

IfEnd

"sommet"
-B/(2A)4

-D/ (4A)4



VII Synthése

f(x) = az® + bx + ¢, avec a # 0.

A = b% — 4ac.
b A —b
Sommet de la parabole S(a;f) :a=——,et f=——=f | — ).
2a 4a 2a
Discriminant A<O0 A=0 A>0
Deux solutions :
) —b— VA
Equation Pas de solution Une solution : T = 27\/_
a
b
ar’ +br +c=0 dans R x0:—2— et
a
b+ VA
Ty = ————
2a
b\ 2
Factorisation de | Pas de factorisation | a (3: + 2—) a(x — x)(x — x2)
a
ax® + bx + c
Allure si a > 0
I T
1
Zo To
Allure si a < 0
To Zo
! T T
. . b .
Signe de Toujours du Pour x # —5g Signe de a a
a
ax® +br +c signe de a signe de a I'extérieur des racines

10



VIII Complément

VIII.1 Fonctions polyndémes

Définition
Une fonction f non nulle est une fonction polynome s’il existe un entier n > 0 et
des réels ag, ay, ..., a,, avec a, # 0, tels que pour tout = € R,

f(@) = anz™ + ap1 ™t + -+ arz + ag

Le nombre entier n est le degré du polyndme.
Les nombres réels ag, aq, ..., a, sont les coefficients du polynéme.

Remarque
La fonction nulle est une fonction polynéme. On convient que son degré est —oo.

Exemple : Considérons le polynéme P(x) = 3 — 2% + 72% — 322
Son degré est ...

Le mondéme en z* (terme de degré 4) est ...

Le terme de degré 1 est ...

Le terme constant est ...

Le coefficent de 2% est ...

Exercice 10
Soient f et g les polynoémes donnés par g(z) = (4% — Tz + 3)(22% — z) et h(x) =
2?(22% — 4) (423 — 1).
Sans développer, déterminer
— le degré de g :
— le degré de h :
— le terme de plus haut degré de g :
— le terme de plus haut degré de h :
— le terme de plus bas degré de g :
— le terme de plus bas degré de h :

Définition
Le nombre a € R est une racine du polynéme f lorsque f(a) = 0.

Exercice 11
Déterminer les racines du polynéme 2 — 4x.

VIII.2 Identification de deux polynémes

Théoréme
Deux fonctions polynémes de méme degré sont égales si et seulement si leurs coeffi-
clents sont respectivement égaux.

Remarque
Deux fonctions polyndémes de degré différents ne sont jamais égales.

11



Exercice 12

3r—5
Soit f définie par f(x) = i
T —2
Déterminer les réels a et b tels que pour tout x # 2, f(r) =a+ ——

x—2

VIII.3 Factorisation de polyndémes

Théoréme (Factorisation)

Le nombre a est racine du polynéme f si et seulement si on peut mettre (z — a) en
facteur dans l’expression de f(z).

Alors, on a

f(z) = (z = a)g()
Intérét : Si deg(f) = n alors deg(g) =n — 1.

Exemple : f(z) = 42 — 32 — bz + 2

On remarque que f(—1) = 0. Donc on peut factoriser f(x) par (z + 1).
Comme f est de degré 3, f(z) s'écrit f(z) = (z + 1)(ax® + bx + ¢).

Aprés identication des coefficients, on obtient f(x) = (z + 1)(42* — 7z + 2).

12
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