Chapitre 17 : Lois de probabilité a densité

I Lois de probabilité a densité

Jusqu’a présent, on a toujours rencontré des variables aléatoires qui ne peuvent prendre
qu’un nombre fini de valeurs (variable discrete).
Par exemple, une variable aléatoire X suivant la loi binomiale B(n;p) prend ses valeurs
dans {0;1;...;n}.

Vocabulaire :
On dit qu’une variable aléatoire est continue lorsqu’elle peut prendre toutes les valeurs
d’un intervalle I de R.

Exemple :

On choisit au hasard un nombre réel dans 'intervalle [0; 1].

La variable aléatoire X correspondant au nombre obtenu est continue. Les valeurs possibles
pour X sont tous les réels de [0;1].

Définition
1. On appelle fonction de densité de probabilité sur I'intervalle I toute fonction définie
sur I, continue et positive sur I, et telle que I'intégrale de f sur I soit égale a 1.

2. Une variable aléatoire a densité X sur un intervalle I est définie par la donnée
d’une fonction de densité de probabilité f définie sur 1.
Alors, la probabilité pour que X appartienne a un intervalle [a;b] de I est égale a

b
laire sous la courbe de f sur [a;b], soit / f(t) dt.

(éff

Remarque b
1. Avec [a;b] C I, P(a < X <b) :/ f(t) dt.

2. P(XGI):lcar/f(t)dtzl.
I

Exercice 1 1
1. Soit f(x) = —. Vérifier que f est une fonction de densité de probabilité sur [1;e].
x

1
2. Soit g(z) = —;. Déterminer k pour que g soit une fonction de densité sur I'intervalle
x

o



Propriété
Pour tous réels a et b appartenant a I :
1. P(X =a)=0.
2. P(X < a)=P(X < a) (on peut échanger inégalités larges et strictes).
3. PX >a)=1-P(X<a)=1-P(X <a).
4. Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a).

Définition (espérance)
Soit X une variable aléatoire continue de fonction de densité f sur l'intervalle [a;b].

b
L’espérance mathématique de X est le réel F(X) = / tf(t) de.
a

Remarque
On fera le lien avec 'espérance d’une variable aléatoire discrete :

E(X)=> zP(X =u;).
i=1

IT Loi uniforme sur [a; 0]

Définition
Soient a, b deux réels tels que a < b.
La loi uniforme sur [a;b] est la loi ayant pour densité de probabilité la fonction constante

1
f définie sur [a;b] par f(t) = —.
a
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Exercice 2 ;) — R
Vérifier que f : . 1 est bien une fonction de densité de probabilité sur [a; b].
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Propriété
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a; b].
Alors, pour tout v € [a;b], P(a < X <wv) = Z_ 4
—a
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Démonstration 1
La densité de probabilité de X est définie sur [a;d] par f(t) = P
—a

t
Une primitive de f est donnée par F(t) = o
—a
1 _
dt = F(v) — F(a) = —<. 5

—a b—a

P(angv):/

Remarque
1. Pour tous réels u et v tels que a <u<v<b, Plu< X <v) =

b—
2. Pour tout u € [a;b], P(X > u) = 2 “
—a

Ces résultats se montrent de la méme fagon que la propriété précédente.

v—Uu

b—a’

Propriété (espérance de la loi uniforme)
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 'intervalle [a; b].

b
B(x) =22,
2
Démonstration
by
EX) = / - dt

1 b
= — tdt
bfa/a
t2

Or, en posant g(t) = t, une primitive de g sur [a; b] est la fonction G définie par G(t) = 5
1 (b2 a2) bv»—a®> (b—a)(b+a) a+bd

2 2

Done B(X) = “3b-a) 20-a) 2 :

b—a -

IIT Loi exponentielle

Définition

Soit A un réel strictement positif (A > 0).

Une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre A si sa densité de probabilité
est la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) = Ae 2.




Remarque
1. f(0)=A.
2. f est décroissante sur [0; +oo[ (on le montre facilement en dérivant).
3. f est bien une fonction de densité sur [0; +oo] :
— Elle est clairement continue et positive sur [0; +o00].

X
— Vérifions que lim e M dt = 1.
T—>+00 0

Une primitive de f sur [0; +00][ est la fonction définie par F(t) = —e.
T

X
D’ou / e M dt = [—ef)‘t}o — e M 1,
0

T

En passant a la limite quand z tend vers +oo, on a lim e M dt = 1, soit
r—r+00 0
+00
/ Ae M dt = 1.
0
Propriété

Si T suit la loi exponentielle de parametre A, alors, pour tous réels a et b tels que 0 < a < b,

Pla<T <b)=e?—_e

En particulier, P(T < b) =1 —e et P(T > a) = e

x
Démonstration
La fonction F : x + —e™*% est une primitive de f sur [0;+oo].
b
Pla<T<b) = / Ae ™M dg
= F()— F(a)
_ _e—/\b _ (_e—/\a)
Y AR
En particulier, P(T < b) = P(0K T <b) =1—e .
Par suite, P(T > a) =1 — P(T < a) = e o



Propriété
Si T suit une loi exponentielle, alors pour tous réels positifs ¢ et h,

Proy(T > t+h)=P(T = h).

Remarque
Cela traduit le fait que la loi exponentielle est sans mémoire.

Démonstration

Notons A 'événement T' >t + h et B ’événement T > t.
Il est clair que A C B, donc AN B = A.

Pp(A) =

Théoréme (définition)
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de pa-

. 1
rametre A > 0 est X

W Y

1
E(T) = Ygrfoo A zf(z) dz = Ygrfoo i zhe M dg = 3

Démonstration (4 connaitre)

Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par g(z) = xf(z) = Awe™*.
On cherche une primitive de g sous la forme G(z) = (az + b)e™** avec a et b réels.
Pour tout z > 0,

G'(z) = ae ™™+ (ax +b) x (=\)e
= (=Xaz+a— \b)e
La fonction G est une primitive de g sur [0; +oo[ ssi G’ = g, c’est-a-dire
Are™? = (—Xaz +a — \b)e *.
Il suffit de choisir a et b de slorte que —Aa=Aeta— \b=0.
a -

Ainsi,a=—-letb= - = —.
insi, a e \ X



1
Dou G(z) = | —x — X e .

Alors, pour tout réel positif A,

A A
/ af(x)de = / zhe ™ dz
0 0

= G(A)-G(0)
- < Ao
1
A
Or, lim —MA = —oc0,et lim Xe* = 0. Par composée,
A—+oc0 X——oc0
Comme lim —AMA = —o0, et lim e* =0, il vient par composée lim e~
A—+o0 X—— A
Par somme, lim (—XAe ™M —e™ 4 1) =1.
A—+oo
4 1
Finalement, lim zhe M dz = <.
A—+oo 0 A

+oo 1
Ainsi, E(T) = / zhe M dr = T
0

~MMe M = 0.
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