Terminale Générale - Correction du devoir n° 1
Sujet 1

Exercice 1 Uy = 2
Soit (u,) la suite définie par U,
Unp41 =
14+ u,

pour tout n € N

2
2n+1

Montrer par récurrence que pour tout entier n, u, =
Initialiation

Pour n =0, ug = 2 et 2.

2x0+1
On a bien uy = 2
Hérédité
Soit k > 0. Supposons que uy, =

2x0+1°
2
2k +1°

Montrons que uy1 = , SOit Ug1 =

2k +1)+1 2%k +3°
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On a ugyq =

Donc ug4q1 =

Conclusion

Pour tout n € N, u,, =

Exercice 2
Pour tout entier naturel n, on considére la propriété P(n) :

« 4% + 1 est divisible par 3. »

1. La propriété P(n) est-elle héréditaire 7 Justifier.
Soit k& > 0. Supposons que 42* 4 1 est divisible par 3.
42(k+1) +1= 42k+2 +1= 42k w42 +1
A2 41 =16 x 477 + 1 =15 x 4% 4 (4%F + 1),
Par hypothése de récurrence, 42* + 1 est multiple de 3.
Et 15 x 4% = 3 x 5 x 4% est aussi multiple de 3.

Par somme de deux multiples de 3, 42t 4+ 1 multiple de 3.
La propriété est héréditaire.

2. La propriété P(n) est-elle vraie pour tout n € N7 Justifier.
Pour n =0, 42 4+ 1 =1+ 1 = 2 n’est pas multiple de 3.

La propriété n’est donc pas toujours vraie puisqu’elle n’est pas
vraie pour n = 0.

Exercice 3
Soit 'ensemble E = {a;b;c;d;e; f}.

1. k-uplets de E.

(a) Donner un exemple de 4-uplet d’éléments de E.

(a; ¢; d; ¢) convient.

(b) Déterminer le nombre de 4-uplets de E.
E a 6 éléments.
Le nombre de 4-uplets de E est donc 6* = 1296.

(c) Déterminer le plus petit entier k& pour lequel le nombre de
k-uplets de E est supérieur ou égal a 100 000.
Le nombre de k-uplets de E est 6*.
6% = 46656 < 100000 et 67 = 279936 > 10000.
Le nombre de 7-uplets de E dépasse 100000 (mais pas celui
de 6-uplets).
‘L’entier cherché est 7.‘

2. Sous-ensembles de E.

(a) Donner un exemple de sous-ensemble de E ayant 4 élé-
ments.
L’ensemble {b;c;d; e} convient.

(b) Calculer le cardinal de I'ensemble Z(F) de tous les sous-
ensembles de E.
E a 6 éléments, donc Card(Z(E)) = 25 = 64.
‘E admet 64 sous-parties. ‘




Sujet 2
Exercice 4 V, = 1
Soit (V;,) la site définie par 3 ntl
Vi1 = ——V, pourtoutn >1
3n
Montrer que pour tout entier n > 1, V,, = 30
Initialisation
v 1 ) L 1 1
=—,etpourn=1 — = — = —.

1T pl 30 T 313
Donc V; = 31
Hérédité
Soit k£ > 1.
Supposons que Vj = T

kE+1
Montrons que Vi1 = 3k—t1
k+1 k
OnaVkH: kaethzg—k.
k+1 k k(k+1) k+1

Done Vi = =0 X o = g x gk~ gh
Conclusion

Pour tout n > 1, V,, = 3—71

Exercice 5
Pour tout entier naturel n, on considére la propriété P(n) :

« 3% — 1 est divisible par 8. »

1. La propriété P(n) est-elle héréditaire 7 Justifier.
Soit k > 0. On suppose que 3?* — 1 est divisible par 8.
32(k+1) 1= 32k+2 1= 32k % 32 —1
32+ 1 =9 x 3% —1=8x 3%+ (3% - 1).
Il est clair que 8 x 3% est multiple de 8.
Par hypothése de récurrence, 3% — 1 est aussi multiple de 8.
Par somme de deux multiples de 8, 32(**1) — 1 est aussi mul-
tiple de 8.
La propriété est héréditaire.

2. La propriété P(n) est-elle vraie pour tout n € N7 Justifier.
Pour n = 0, 329 =1 =1 — 1 = 0 est bien multiple de 8 car
0=8x0.

Donc l'initialisation est vérifiée.
D’aprés la question 2, la proprété est héréditaire.

Donc, par récurrence, on a montré que pour tout n € N, 32" —1
est multiple de 8.

Exercice 6
Soit 'ensemble £ = {m;n;o;p}.

1. k-uplets de E.

(a) Donner un exemple de triplet (ou 3-uplet) d’éléments de
E

(p; 0;p) convient.

(b) Déterminer le nombre de 3-uplets de E.
E a 4 éléments.
Le nombre de 3-uplets de E est 43 = 64.

(c) Déterminer le plus petit entier k£ pour lequel le nombre de
k-uplets de E est supérieur ou égal a 100 000.
Le nombre de k-uplets de E est 4.
48 = 65536 et 4% = 262144 > 100000.
Le plus petit entier k pour que 4% > 100000 est k = 9.
‘L’entier cherché est 9.‘

2. Sous-ensembles de E.

(a) Donner un exemple de sous-ensemble de E ayant 2 élé-
ments.
{m;p} convient.

(b) Calculer le cardinal de I'ensemble &2(F) de tous les sous-
ensembles de E.
Card(Z(F)) = 2* = 16.

‘E admet 16 sous-ensembles. ‘




