Chapitre 6 : Géométrie dans ’espace
(Premiére partie)

I Positions relatives de droites et plans de ’espace

Définition
1. Deux droites de I’espace sont coplanaires si elles sont situées dans un méme plan.

2. Deux droites sont paralleles si elles sont confondues ou si elles sont coplanaires et
n’ont pas de point commun.

3. Deux plans sont paralleles s’ils sont confondus ou n’ont pas de point commun.

4. Une droite est parallele a un plan si elle est contenue dans le plan ou si elle n’a pas
de point commun avec le plan.

Exercice 1
Soit un cube ABCDEFGH.
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Remarque
Si deux points distincts A et B sont dans un plan, alors toute la droite (AB) est incluse
dans le plan.



I.1 Positions relatives de deux droites

Propriété

Deux droites de ’espace sont soit coplanaires, soit non coplanaires.

dy et dg sont coplanaires (dans un méme plan)

dy et do sont paralleles dy et dy sécantes
strictement paralleles confondues
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1.2 Positions relatives d’une droite et d’un plan

di et do non coplanaires
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Définition

Une droite est parallele & un plan si elle est parallele a une droite de ce plan.

Propriété

Une droite et un plan de ’espace sont soit paralleles, soit sécants.

d et P sont paralleles

d et P strictement paralleles d est incluse dans P
d
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1.3 Positions relatives de deux plans

dNP = {A}

Propriété
Deux plans de ’espace sont soit paralleles, soit sécants.

Les plans P; et P, sont paralleles

P; et Py sont sécants

Py et Py strictement paralleles P1 et Py confondus
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II Parallélisme dans 1’espace

I1.1 Parallélisme de droites

Propriété
1. Si deux droites sont paralleles, alors toute droite parallele a I'une est parallele a
l’autre.

2. Si deux droites sont paralleles, alors tout plan qui coupe I'une coupe 'autre.
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I1.2 Parallélisme de plans

Propriété (admise)
1. Si deux plans sont paralleles, alors tout plan parallele a I'un est parallele a I’autre.
2. Si deux droites sécantes d’un plan P; sont respectivement paralleles a deux droites
sécantes d’un plan P», alors les plans P; et P, sont paralleles.

3. Soient P; et Py deux plans paralleles.
Si R est un plan sécant avec P, alors
— R est aussi sécant avec P,
— et les droites d’intersection de R avec P; et Py sont paralleles.
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I11.3 Parallélisme d’une droite et d’un plan

Théoréme (théoréme du toit)

Si
— les droites d; et dy sont paralleles,
— dj est contenue dans le plan P, dy est contenue dans le plan Ps,
— les plans P; et Po sont sécants suivant une droite A,

alors,

la droite A d’intersection de P; et Py est parallele & di et a ds.

.



Démonstration

Soit A un point de A et Z la droite passant par A et parallele a d;.
On a 2//dy, et comme A est dans Py, la droite 2 est incluse dans P;.
De plus, comme 2//dy et d1//d2, on a aussi Z//ds.

De méme, on montre que la droite Z est incluse dans Ps.

On en déduit que Z est la droite d’intersection de P; et Ps.

on¢ 2 est confondue avec A.
insi,% roite & est bien parallele a d; et ds. O

Conséquence
Si une droite est parallele a deux plans sécants, alors elle est parallele a la droite d’inter-
section des deux plans.

III Orthogonalité dans ’espace

III.1 Droites orthogonales

Définition
On dit que deux droites de ’espace sont orthogonales si leurs paralléles respectives menées
par un méme point sont perpendiculaires.

Remarque
Deux droites perpendiculaires sont a la fois orthogonales et sécantes.

Propriété
Si deux droites sont paralleles, alors toute droite orthogonale a l'une est orthogonale a
l'autre.

II1.2 Orthogonalité entre une droite et un plan

Définition
Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est orthogonale a deux droites sécantes de
ce plan.

Théoréme
Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a toutes
les droites de ce plan.

Démonstration (a connaitre)

On montre ’équivalence suivante :

Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a toutes les droites
de plan.

La démonstration utilise le produit scalaire.



1.

Implication directe :

Si une droite est orthogonale & deuz droites sécantes d’un plan, alors elle est orthogonale
a toutes les droites de ce plan.

Soient dj et dy deux droites sécantes d’un plan P, et A une droite orthogonale a dy et a
ds.

Considérons des vecteurs directeurs 17{ de dq, 175 de dy et o de A.
CommeALdl,onaﬁL@T{, et donc?-@ﬁ:&

De méme, A L dy, dott ¥ L 3, et done ¥ - us = 0.

Comme d; et dy sont sécantes dans P, les vecteurs 17{ et 175 sont des vecteurs non colinéaires
de P. Autrement dit (u1;u3) est une base de P (famille de vecteurs directeurs).

Soit d une droite quelconque de P, montrons que A L d.

Considérons W un vecteur directeur de d (donc W # 6>)

Comme E?, ui et uy sont coplanaires, i peut s’écrire comme une combinaison linéaire de
171> et de 175 :

Il existe des réels a et b tels que W = aui + bit.

Alors, par linéarité du produit scalaire,

7@ = T (ai] + b@d)
= 4V W40V -
= ax04+bx0
=0

Ainsi, v 1.

Comme les doites A et d ont des vecteurs directeurs orthogonaux, elles sont orthogonales.
A ld.

. Réciproque :

Si une droite est orthogonale a toutes les droites d’un plan, alors elle est orthogonale a deux
droites sécantes de ce plan.
Cette réciproque est évidente. O

Remarque

Pour montrer que deux droites sont orthogonales, on peut montrer que 'une est orthogo-
nale a un plan contenant ’autre.

Propriété
1.

Il existe une unique droite passant par un point A donné et perpendiculaire & un
plan donné.

2. Il existe un unique plan perpendiculaire a une droite donnée et passant par un
point donné.
3. Si deux droites sont perpendiculaires & un méme plan, alors elles sont paralleles
entre elles.
4. Si deux droites sont paralleles, tout plan perpendiculaire & 'une est perpendiculaire
a lautre.
5. Sideux plans sont paralleles, toute droite perpendiculaire & I'un est perpendiculaire
a l'autre.
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I11.3 Plan médiateur de deux points distincts

Définition

Soient A et B deux points distincts de 1’espace.

Le plan médiateur d’un segment [AB] est le plan passant par le milieu I de [AB] et
perpendiculaire & la droite (AB).

A

Propriété
Le plan médiateur du segment [AB] est 'ensemble des points équidistants de A et de B.

Remarque
C’est 'extension a ’espace de la médiatrice d’un segment dans le plan.

Exercice 2 (Etude du tétraddre régulier)
On considére un tétraedre régulier ABCD (les arétes sont toutes de méme longueur).
On note I le milieu de [C'D] et J le milieu de [AB].

1. Montrer que (AB) L (CD) :
(a) sans utiliser la notion de plan médiateur,
(b) en utilisant un plan médiateur.
2. Montrer que (I.J) est la perpendiculaire commune aux droites (AB) et (C'D).
3. Qu’a-t-on montré au cours de cet exercice 7
Remarque

Si deux droites d; et do sont non coplanaires, alors il existe une unique perpendiculaire
commune a dj et ds.

I111.4 Plans perpendiculaires

L’orthogonalité entre deux plans n’est pas au programme de Terminale S.

Définition
Deux plans sont perpendiculaires si 'un contient une droite orthogonale a I'autre.

Exemple :

Dans le cube ci-contre, la droite (C'G) est perpendiculaire au plan (ABCD).

Tout plan contenant la droite (C'G) est un plan orthogonal au plan (ABCD).

En particulier, les plans (HGCD) et (ABCD) sont orthogonaux (mais aussi (EGCA) et
(ABCD)).



IV Exercices

Exercice 3
Soit un cube ABCDEFGH. On note J le centre de la face (BCGF'), K le centre de la
face (CDHG), et I le milieu de [AB]. Etudier les positions relatives des droites :

— (K J) et (DB)

— (AE) et (IF)

— (AB) et (FC)
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