. A~ Ie) e
Correction du contrdle n° 3 (b) En déduire la valeur exacte de/ (Inz) dz.
1
Exercice 1 (6 points) 1 1 / (Inz)dz = F(e)— F(1)
1. Soit f la fonction définie sur ] ——; 400 [ par f(z) = I 1
3 3z + = (eln(e) —e) — (1In(1) — 1)
N . 1 = (e—e)—(0-1)
(a) Donner un primitive de f sur 'intervalle -3 +oo|. _
1
Sur |—=; 400 {, la fonction f est clairement continue et w(z) = 1
3p 471 3 0 3. Soit f la fonction définie sur [1;2] par f(x) = —. Déterminer la valeur
> 0. T
v 1 3 14/ (x) moyenne de f sur [1;2].
flo) =g x oo = 2 o),
3 3z+1 3ux) ) 2 4
1 = il
La fonction F' définie par F(x) = 3 In(3x 4 1) est une primitive de m 2 — 1/1 23 dz
f sur cet intervalle. 1 2
- [
(b) En déduire la primitive de f qui s’annule en 1. 21 1 )
1
Les primitives de f sont de la forme G(z) = 3 In(3z + 1) + k, avec = T3x2 + %12
keR. - 1 n 4
- 88
G(1) = 0 _ 3
1 8
gln(3x1+1)+k =0
In4 Exercice 2 (14 points)
ko= T3 Soit f la fonction définie sur Pintervalle |0 ; +oo[ par
o X . 1+ In(z)
La primitive de f qui s’annule en 1 a pour expression G(z) = flx) = —Qz
1 In4
3 In(3z +1) — 3 et soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repere du plan. La
courbe C est donnée ci-dessous :
2. (a) Vérifier que la fonction F' définie par F'(r) = xInz — x est une pri-
mitive de la fonction In sur ]0; +o0[.
Les fonctions = — z et In sont dérivables sur |0; 400l T c
Par produit et somme, F est dérivable sur ]0; +o0[.
Soit z > 0,
) 5 1 1 1
F'(z) = 1lnz+ax——1 1 2 3
x
= Inz
- i
F est une primitive de la fonction In sur ]0; +oo]. ‘




1. (a) Etudions la limite de f en 0.
On sait que lin% In(x) = —oo donc lin% 1+In(z) = -0 .
T— xr—

1
D’autre part lim — = +oo, alors par produit des limites,
z—0 o
lim f(z) = —o0
x—0
1
(b) On sait que lim i =0,

r——+oco I

1
D’autre part lim — = 0, alors par produit des limites
T—+00 I
Inx
r—+oo I

- 1 . . o
On a aussi lim — =0, et en ajoutant ces deux derniéres limites,

r—+o0 I
on obtient :
P f#) =0
(c) lin% f(x) = —oo prouve que l'axe des ordonnées (x = 0) est asymp-
T—>

tote verticale.
lim f(z) =0 que Paxe des abscisses (y = 0) est asymptote hori-
r— 400

zontale a C en +oo0.

2. (a) On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur lintervalle
10 +oo.
f est dérivable sur |0 ; +oo],

1 2
) = P —(I+Inz) x2z _ —z—2zlnzx _ —1—2111(:17).

4 4 3

1
(b) =1-2In2 >0 = o< -5 r<er.
Pour tout x €]0 ; +oof, 23 > 0 et f’(z) est du signe de —1 —21In(z).

(c) Dresser le tableau des variations de la fonction f.

1 1
1—5 5 (§

Onaf(e_%)z == = —

+00

i

8
[==)
v | © §|>—‘

3.(a) Ona: f(z) =0 < 1+lnr=0 < lho=-1 < z=¢!
Ce qui prouve que la courbe C coupe ’axe des abscisses en un unique
point, le point de coordonnées (e~*;0)

(b) D’apres le tableau des variations de f et sachant que f(e™!) = 0.
On en déduit que f(x) > 0 sur lintervalle e~ ; oo et f(z) <0
sur l'intervalle ]0; e~ 1] .

4. Pour tout entier n > 1, on note I, 'aire, exprimée en unités d’aires,
du domaine délimité par 'axe des abscisses, la courbe C et les droites

. . 1
d’équations respectives x = — et x = n.
e

(a) On sait que f > 0 sur Je™! ; +oo[, donc I,, = / f(z)da
e—1

1
Sur |- ; 2| on a au vu des variations de f : 0 < f(x) < %.
e

Comme l'intégration conserve 'ordre et le signe, on en déduit :

2
0 < I, < / Sdr = E<2—1) = e—% et finalement :

12 2 e
1
0 < IQ < e — 5
(b) On dérive la fonction F, définie sur lintervalle |0 ; +oo[ par
-2 -1
Flz) = 711(5”)
—LIxr—(-2-Imz)x1 —1+4+2+4+nz I1+Inz
F/(;r) = :C2 = I2 = :C2 =
f(z).

F est bien une primitive de f sur ]0; +o0l.

(c) Calculons I, en fonction de n. On a :

Lo [—2—1”]" _ 2-ln (—2—1n(e—1)) _

Y e—1 n e 1
—2—1Inn
— —(—2+1
(<24 1)e
—2-1 1 2
Etﬁnalement:]nzinn-ke:e_ﬂ__
n n n

(d) Etudions la limite de I,, en +oc.

nn 1 2
Ona lim — =0, lim — =0et lim — =0alors lim I, =
n—+4+oo N n—+oco n n—+oo n n—-+oo

e.

Graphiquement cela signifie que I'aire du domaine délimité par I'axe
1

des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = —
e

et x = n tend vers e quand n tend vers +oo.



